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Vorrede mid Mstorisclie Einleitnug. 

Wahrend die Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 
geraumer Zeit eln festgefiigtes Gebaude darstellt^ das heute bereits 
eine imposante GroBe besitzt ? konnte bis vor kurzem von einer elgent- 
lichen Theorie der linearen Differenzengleichungen tiberhaupt no eh 
nicht gesprochen werden, da nur einzelne, nicht zusammenhangeii.de 
IJntersuchungen iiber diesen Gregenstand vorltanden waren. 

Lange bekannt 1 ) ist die Integration der homogenen linearen Diffe- 
renzengleicliungen mit konstanten Koeffizienten ; d. li. die Theorie der 
sogenannten rekurrenten Reihen in engerem Sinne; doeli erst Lagrange 
tat sie systematise!! behandelt. Dieser errnoglichte dann durch seine 
Methode der Variation der Konstanten" die Losung der nicht homo- 
genen. linearen Differenzengleichungen durch die Integration der zu- 
gehorigen 7? reduzierten" (homogenen) Grleichung und blofie Summationen 
(vgl. 3. Iap., V). Wichtige Hilfsmittel fur die Berechnung des allge- 
meinen Gliedes einer rekurrenten Reihe bzw. fiir die Integration der 
linearen Differenzengleichungen schuf Laplace durch seine Theorie der 
erzeugenden Funktionen 3 ), besonders aber durch die auch bei den 
linearen Differentialgleichungen eine groBe Rolle spielende nach 
ihm benannte 9 ,Laplace&ehe Transformation"., durch welche die Losung 
der iinearen Differenzengleichungen (in Form bestiminter Integrale^ 
aufgefaBt als Funktionen eines Parameters) auf die Integration linearer 
Differentialgleichungen zuruckgefiihrt wird. Insbesondere die linearen 
Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten ? die sogenannten 
y^Laplacesohen Differenzengleichungen^ bei denen die zu losende lineare 
Differentialgleichung von der ersten Ordnung ist ; konnten auf diese 
"Weise vollst'andig integriert und die Losungen der Lap lace schen 
Gleichungen zweiter Ordnung ? wie zuerst Tliomae (1869) naher aus- 
ftihrte, durch hypergeometrische Reihen dargestellt werden. Spater ist 
cliese Transformation u, a. eingehend von Pincherlc behandelt worden, 
der besonders auf das dualistische Prinzip hinwies ? nach welch em 

1) Etwa seit 1700 (vgl. die Liter aturangab en bei Andoyer, 1., S 69, Note 48); 
das erste bekannte Beispiel einer reknrrenten Reihe findet sich bereits bei 
Leonardo Pisano (Fibonacci), Liber abaci 1228 (vgl. 7. Kap. } III, A). 

2) Ygl Andoyer, 1., S. 75. 
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die Losung linearer Differenzengleichungen auf diejenige linearor Difte- 
rentialgleichungen und umgekehrt zurfickgefuhrfc werdea kann. 

Ferner existieren aus alterer Zeit zahlreiche Arbeiten teila grSfieren, 
teils klemeren Umfangs liber elnzelne lineare Diiferenzengleichungon, 
besonders erster und zweiter Ordnung, deren Integration duroh ver- 
scMedenartige formale Prozesse meist rekurreuter Natur geleistet wird; 
dabei beschriinken sicli aber die rneisten Autoren auf positive ganz- 
zaHige Werte (bzw. auf die in der anthmetischen Reihe X Q , .T ~f //, 
X Q -\- 2h, . . enthaltenen Werte) der imabhangigen Verilndorlichen, 
wie es dem Standpunkte des Differenzenkalkuls entspriclit. Die 
Losungen nur wemger linearer Differenzengleichungen erster und 
zweiter Ordmang wurdon wirklich durch explizite analytische Aus- 
driicke dargestellt und funktionentlieoretiseli durcliforsclit; zu diesen 
gehort ror alien Dingen die einer homogenen linearen Differenzen- 
gleiclaung erster Ordzmng geniigende Ganajnafunktion, die bereits von 
]Euler, besonders aber von G-aufi in seiner klassisclien Arbeit iiber 
die hypergeometrisebe Reilie eingehend behandelt worden isfc. Die 
Gammafunktion spielt in der Theorie der linearen Diiferenzengleiclxungen 
eine hervorragende Rolle (vgl 1. Ka/p., 11^ C und D, sowie das 10, Kay. 
und die SchluBbetrachtung) ; diese Funktion, der Legmdre den Namen 
w Gammafunktion" gab, gehort nebst ihrer logarithmischen Ableitung ; 
wie sclion Gfaufi bemerkt, zu den intereseantesten Gebilden der gauzen 
Analysis; die Literatur fiber sie ist inzwischeu ungehcuer angewaclisen 
und in dem treff lichen Handbuche von Nielsen, dem auch der Unter- 
zeictnete zahlreiche Literaturangaben und mancbe wertvolle An- 
regungen verdankt, erscliopfend bearbeitet worden. 

Im iibrigen datieren die funktionentlieoretischen Arboiten fiber 
die Losungen linearer Differenzengleicliungen erst aus neuerer Zeit: 
Wei&rstrafi delmt die Untersucliung der Gammafunktion auf komplexo 
Yariable aus und wird durch ihre Produktdarstellung KU seiner be- 
rubmten Tbeorie der ganzen transzendenten Funktionen geffihrt, 
Guichard stellt einen spater von H. Weber wieclergefundenen Integral- 
ausdruck fur die ? ,Summe" einer Funktion auf, aus dem sioh nach 
CauchysohQn Prmzipien der von Plana und AT>el gegebene* Integral- 
ausdruck ergibt 1 ), und beweist mittels desselbcn, da6 die Sumine 
einer ganzen transzendenten Funktion ; abgeseheii von einer perio- 
discten Funktion, wieder erne ganze transzendente Funktion ist; das- 
selbe beweisen spater auf andere Weise (mittels der JBcrnoullis$iQii 
Funktion) Appell und Hwrwitz. Diese sowie besonders Mellin und 
Barnes haben die Losungen der linearen Differenzengleichungen erster 
Ordnung fur komplexe Variable eingebend untersucht, Ilolder be- 



1) Bieser wiederum fulirt unmittelbar zn der lange bekannten Mac Lcwrin- 
Suinmenformel (vgl. 1. Kap., II, B, SchluB). 
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weist, da8 die Ganimafunktion keiner algebraischen Differentialgleicliuiig 
geniigt, und Barnes erweiterfc diesen Satz auf die Losungen beliebiger 
linearer Differenzengleichungen erster Ordnung niifc algebraischen Koeffi- 
zienten; damit war gezeigt, daB bereits die linearen Differenzenglei- 
chimgen erster Ordnung wesentlich newe transzendente Furiktionen de- 
finieren. 

Soweit die linearen Differenzengleicliungen erster Ordnung. Was 
die homogenen linearen Differenzengleicliungen z waiter Ordnung an- 
betrifft, so hat bereits Boole in seinem , ? Treatise" Ansatze zu Reihen- 
entwickelungen ihrer Losungen gemacht; doeh fehlt fast durcliweg die 
Hauptsache der Konvergenzbeweis. Weiter sind dann die so- 
genannten hypergeometrischen Differenzengleichungen zweiter Ordnnng, 
welche aufs engste mit der Grtw/Sschen hypergeometrischen Reihe zu~ 
sanimenliangen sind doch die Beziehungeii zwischen den ;? contiguen" 
Funktionen nichts anderes als lineare Differenzengleichungen zweiter 
Ordnung ; wie schon erwahnt ? von TJiomae und spater in ahnlicher 
Weise ? aber nicht so ausfuliiiich, von Webb und Barnes, am elegan- 
testen und kiirzesten aber von Heymann beliandelt worden; eine sehr 
sorgfiiltige Darstellung der Bedeutung der hypergeometrischen Reihe 
fur die Integration der linearen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nuug hat Pinclierle (4r b ) gegeben. 

Tiber die linearen Differenzengleichungen hoherer Ordnung mit 
variablen Koeffizienten war abgesehen von den LapZaceschen Grlei- 
chungen bis in die neueste Zeit in funktionentheoretischer Beziehung 
sehr wenig bekannt. Bahnbrechend ist hier eigentlich Poincare gewesen^ 
der in einer grofieren Abhandlung iiber das Verhalten der Integrale 
linearer Differentialgleichungen mi TJnendlichen gelegentlich diese Frage 
auch fur Differenzengleichungen behandelt; und obwohl seine Dar- 
stellung mehrere Fehler enthalt und die Resultate nicht ganz prazis 
sind, so habe ich inich aus deni obigen so wie aus deni weiteren 
Cbrunde, daB hier mit ganz wenigen Hilfsmitteln und ohne Benutzung 
anderweitiger Disziplmen durch bloBe strenge Fallunterscheidung ver- 
haltnismaBig viel erreicht wird ; entschlossen ; dem Poincaresoheii Satze 
<ein besonderes Kapitel (9) zu widmen 1 ), den Beweis von den Fehlern zu 
reinigen und die Resultate durch die tiefgehenden Untersuchungen von 
Pincherle, Horn, Ford, Perron und Nbrlund zu erganzen. Dieser Satz 
gestattet dann zwei sehr schone Anwendungen: die approximative 
Losung homogener linearer Differenzengleichungen von PincJierle und 
die Losung homogener linearer Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung durch konvergente unendliche Kettenbriiche 2 ) von Norland. Eine 
direkte Fortsetznng der PoincaresohQii Untersuchung bilden ferner 

1) Man "beachte die Beinerkungen dazu am Schlusse des Werkes, 

2) Derartige Kettenbruchentwicklungen gab bereits, doch ohne Konvergenz- 
beweis, G-aufi uncl spater allgenaeiner Pmcherle, 
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die asymptotisclien Darstellungen der Losungen homogener linearer 
Differenzengleichungen Ton Horn, Galbrun und Norlund (vgL 
10. Kap., III). 

Inzwischen erfuhr aber ein anderes Gebiet unserer Disziplin erne 
machtige Forderung, namlich die formale Seite der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen, insbesondere soweit sie sich auf die Analogien 
mit den algebraischen Gleichungen und auf die entspreclienclen Ana- 
logien mit den linearen Differentialgleichungen erstreckt. Hier hat 
nach Gasorati hauptsachlich PincJierle mit seinen Scliiilcrn Bortolotti 
und Amaldi den Grundstein gelegt und besonders im 10, Kapitel 
seines Bueh.es fiber die distributiven Operationen 1 ) gewissermaBen das 
Grerust fur den Aufbau einer solchen Theorie errichtet. Dann habon 
ffeymann, Guldberg und der TJnterzeichnete den Ban soweit gefordert, 
daB wenigstens dieser Teil der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen jetzt ungefahr auf deni gleichen Niveau steht wie der 
entsprechende bei den linearen Differentialgleicliungen: wir erwahnen 
hier namentlich die mannigfachen Determinantenbeziehungen, die Re- 
duktion und Zeiiegung homogener linearer Differenzengleichungen, die 
vielfachen Losungen ; die Theorie der Adjungierten und Assoziierten, 
Multiplikatoren ; Kettenbrucliverfahren , Besultante ; den groBten ge- 
meinsamen Teiler und das kleinste Vielfache, die Iteration und Ver- 
tauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdrticke, den Irreduk- 
tibilitatsbegriff, die Theorie der invarianten Funktionen ; die Trans- 
formationstheorie und encllich die Gruppentheorie (Kap, 2 6). Die 
Analogien zwischen den formalen Theorien der linearen Differential- 
und Differenzengleiehungen sind so weitieichend, daB viele Partien 
direkt naturlich cum grano salis yon den Difterentialgleichungen 
auf die Differenzengleichungen iibertragen werden konnen; das hat 
meinen Mitarbeiter, Herrn Guldberg, veranlafit, einzelne Grebiete ? wie 
z. B. die Gruppentheone ; die in dem Handbuche YOU L, ScMesinc/er 
sowie in dem w Traite" yon Picard fiir Diiferentialgleichnngen ein- 
geliend dargestellt worden sind ; gam kurz zu behandeln, wlibrend er 
die Analogien der neueren Untersuchungen von JJeftfar und Loewy, 
die in dem ScMesingerach&n Handbuche noch nicht onthalten sind ; 
ausftihrlicher auseinandergesetzt bzw. in Form von Aufgabeu und m 
beweisenden Satzen wiedergegeben. hat. 

Dagegen schienen der ftmktionentheoretischen Untersuchung cler 
Losungen einer linearen Differenzengleichung beliebiger Ordnung bzw. 
ihrer Darstellung durch analytische Ausdriicke uniiberwindliche Schwie- 
rigkeiten entgegenzustehen ; insbesondere der Aufstellung formell ge- 
niigender, in einem gewissen Bereiche konvergenter Beihen, ahnlioh 
den Potenzreihen, durch die Cwchy fiir die Theorie der Differ ential- 

1) Pincherle (u. Amoldi), 9. 
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gleichungen die Grrundlage geschaffen hatte. Die Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten war erst moglich, nachdem sich die tJberzeugung 
BaTan gebrochen hatte, daB bei der Integration der linearen Differenzen- 
gleichungen nicht die Potenzreihen, sondern die bereits von Stirling 
behandelten, seitdem aber lange Zeit vernachlassigten Fakultatenreihen 
sowie auch die Partialbruchreihen die dominierende Rolle spielen. 
Durch diese Einsicht gelang es erst in allerneuester Zeit, nachdem 
bereits Melhn 1 } wertvolle Ansatze geinacht hatte, aber nicht bis zum 
Endziele gelangt war, dem jnngeri danischen Astronomen Norlund, der 
mir seine Untersuchungen brief lich mitteilte 3 ), fur gewisse Normal- 
formen von homogenen linearen Diflferenzengleichungen, deren Koeffi- 
zienten in einem gewissen Grebiete konvergente Fakultatenreihen sind, 
nach Caucliy sclien Prinzipien mittels einer Majorantenreihe den Beweis 
der Konvergenz ihrer ebenfalls durch Fakultatenreihen dargestellten 
Losungen zu erbringen ; indem er sicii dabei auf die neueren Unter- 
suchungen von Jensen, Nielsen und Landau iiber die Konvergenz der 
Fakultatenreihen stutzte (vgl. 10. Kap ; IV). 

In Betreff der nicht homogenen linearen Differenzengleichungen 
seien noch die Arbeiten von Heymann erwahnt, welche in vielen 
Fallen die Aufstellung eines Partikularintegrals und clamit die Zuruck- 
fiihrung auf homogene Gleichungen lehren, ohne auf die Methode 
der Variation der Konstanten, die wegen der mit ihr verbundenen 
Summationen meist nur forniale Bedeutung hat ? zu rekurrieren 
(8. Kap,, II)-, dabei ergeben sich Ankntipfungspunkte mit den in 
neuester Zeit im Vordergrunde des Interesses stehenden Integral- 
gleichungen (8. Kap, II, B). 

In dem vorliegenden Buche wird nun auf Grand der oben in 
groBen Ziigen skizzierten wichtigsten Forschungsergebnisse zum ersten 
Male der Versuch geniacht ; eine zusammenhiingende Theorie der linearen 
Differenzengleichungen aufzubauen. Dabei betonen wir von vornherein 
grundsatzlich den Sfcandpunkt, daB wir diese Theorie iiber das Niveau 
der rekurrenten Eeihen erheben und sie an die Seite der Theorie der 
linearen Differ entialgleichungen stellen wollen 3 ): wir betrachten also 
die unabhangige Veranderliclie als stetig variabel und haben deshalb 
solche Untersuchungen bevorzugt, welche diesen Standpunkt entweder 
emnehmen oder wenigstens ermoglichen. Damit hangt zusammen, daB< 
die in dem allgemeinen Integral auftretenden willktirlichen ;:? Kon- 



1) Acta Math. 9 (1887). 

2) Ein kurzer Auszug 1st in den C. R 15. Nov 1909 erschienen; ausfiilir- 
lichere Darstellung in der inzwiachen veroffentlichten Diss. Kopenhagen 1910. 

3) Wie befruclitend ubrigens das ticfere Studium der rekurrenten Keihen 
seinereeits auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen wirkt, haben 
besonders in neuerer Zeit die Arbeiten von Pincli&rle, Horn nncl Perron znr Ge- 
niige bewiesen. 
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stanten" keine wirklichen Konstanten, sondern penoclisclie Funktionen 
von der Periode 1 sind, was zuweilen zu eigenttimlichen, fiir die 
Differenzengleichungen charakteristischen Schwierigkeiten fuhrt, die 
bislier nocli nicht geniigend beach tet zn sein scheinen und die sich 
liauptsachlich daraus ergeben, daB die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen, deren Koeffizienten ?? Konstanten" sind ? niclit selber ?? Kon~ 
stanten" zu sein brauchen (vgl. 6'. Kap., IV). Von den Yorhandenen 
Lehrbiichern iiber Differenzenrechnung tragt wohl noch am meistea 
der ^Treatise" von Boole unserem Standpunkt Rechnung, ein wenig 
auch bereits der noch altere ;? Traite^ von Lacroix, walirend das im 
iibrigen vortrelBflicne Lehrbuch von Markoff ebenso wie das von 
Seliivanoff sowie dessen Enzyklopadiebericht (franzosische Bearbeitnng 
von Andoyer) vollstandig anf dem Standpunkt des Interpolations- und 
Differenzenkalktils steht. 

Bei der Anordnnng des Stoffes war aufier dem okonomischen 
tauptsachlich der genetische Standpunkt maBgebend, der sich schon 
daraus von selbst ergab ; daB menrere wicntige Arbeiten erst wabrend 
der Abfassung unseres Werkes erschienen Das vorliegende Buch 
bestent aus zwei getrennten Teilen ; deren erster die grundlegenden 
Begriffe und die formalen Tkeorien enthalt, wilhrend der zweite ; 
funktionentheoretische Teil die eigentliclie Integration der linearon 
Difierenzengleicnungen durch analytische Ausdrucke beliandelt. Fiir 
die Aufnahme in unser Lehrbuch. kamen nur solche Untersuchungen 
in Betracht, die zu endgtiltigen ? brauchbaren Resultateu fiihrcn; ins- 
besondere fur Arbeiten tiber unendliche Prozesse (Integraldarstelluagon, 
Entwicklungen in unendliche Produkte ; Reihen ; Kettenbriiche usw.) 
war der Nachweis der Konvergenz * (bzw. des asymptotischen Ver- 
haltens) die conditio sine qua non ihrer Berucksichtigung. Zahlreiche 
Beispiele, die moglichst aus Originalarbeiten entnonimen sind, dienen 
durchweg zur Illustrierung und Anwendung der dargestellten allge- 
meinen Theorien. 

Als ich dieses Buch zu schreiben begann ; waren die oben ge- 
nannten Arbeiten von Norlund erst im Entstehen begriffen. Urn daher 
fiir die im ersfcen Teile behandelten formalen Theorien durch den 
Nachweis der Existenz eines Fundanientalsystems von Lostingen homo- 
gener linearer Difterenzengleichungen eine feste Grundlage zu schaflFen ; 
fiihrte ich diesen Existenzbeweis zun'achst ohne Riicksicht auf die 
analytische DarsteEbarkeit der Losungen ganz im Sinne der Berech- 
nung der Glieder einer rekurrenten Reihe ; wie sie z. B. MarJcoff' in 
seinem Lehrbuche auseinandersetzt ; indem ich mich dabei auf horoo- 
gene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten und 
auf reelle Werte der unabhangigen Variablen beschrankte. Der Nach- 
weis eines zu jedem Werte von x nicht nur zu den Werten 
x + nh (n =* ; 1 ; 2, . . .) gehorigen Funktionswertes gelang da- 
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durch ? da6 im AnschluB an Lacroix und Boole, besonders aber an 
Pincherle 1 } der Begriff der ,,Anfangsbedingung% dureh die eine ; ,Par- 
tikularlosung" in eindeutiger Weise bestimmt wird, durch Einfiihrung 
einer willkurlich vorgescliriebenen ; ,Anfangsfunktion" in einer fiir 
Hneare Differenzengleichungen. geeigneten Weise definiert wurde. Die 
Beschrankung auf reelle Werte der unabhangigen Veranderlichen gegen- 
tiber Pincherle, der komplexe Variable betrachtet, ermoglichte eine 
genauere Fixierung der Vorstellung sowie eine weiter ins Einzelne 
gehende Durchfiihrung, insbesondere den Nachweis einer fur jeden 
(endlichen) Wert der unabhangigen Veranderlichen endliclien, ein- 
deutigen und stetigen Partikularlosung sowie in den meisten Fallen 
die Darstellung derselben durcli eine Fouriersche Reihe. 

Nachdem mir die Arbeiten von Norlund bekannt geworden waren, 
hatte ich ja nunmebr die analytische Darstellung der Losungen einer 
homogenen linearen Differenzengleicliung durch. Fakultatenreihen, die 
in einem gewissen Bereiche konvergieren ; zum Ausgangspunkte der 
ganzen Theorie der linearen Differenzengleichungen machen konnen; 
ich bin aber nach reiflicher Uberlegung bei dem urspriinglichen Plane 
in der Anlage des Buches geblieben ; und zwar aus drei Griinden: 
erstens aus historischem Grunde, denn die Wahl jenes Ausgangs- 
punktes hatte die ganze Entwickelungsgeschichte unserer Disziplin 
geradezu auf den Kopf gestellt; zweitens aus didaktischem Grunde: 
der Beweis fiir die Konvergenz der Losungen ist zieinlich kompliziert 
und setzt mancherlei aus anderen, zum Teil ganz neuen Gebieten 
voraus ; sodafi der Anfanger abgeschreckt worden ware, wahrend der 
bloJBe Existenzbeweis an Emfachheit und Anschaulichkeit niclits zu 
wtinschen tibrig lafit; endlich last not least aus dem Grande, 
weil dadurch auch der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
fur reelle Veranderliche ? die eine besondere Behandlung zulafit, also 
natnentlich der Fouriersohen Reihe ihr Recht wird. So bilden nun- 
mehr die Arbeiten Ton Norlund den SchluBstem des ganzen Werkes. 

Die Beschrankung auf reelle Variable ist dann ; soweit sie iiber- 
haupt in Betracht kommt in den formalen Theorien (Kap. 2 6) 
hat ja die unabhangige Veranclerliche lediglich ;; literale" Bedeutung ? 
auch im 7, ? 8. und 9. Kapitel teils der Einfachheit der Darstellung 
wegen, teils weil sie im Sinne der ganzen Untersuchung liegt ? fest- 
gehalten worden. 2 ) Dagegen war fur das letzte (10.) Kapitel, welches 
yon der Integration der linearen Differenzengleichungen durch Reihen 
handelt, diese Beschrankung nicht angebracht, weil die Darstellung 

1) Pincherle (u. Amdldi), 9. 

2) Dadurch ergab sich gleichzeitig ein vermittelnder Standpunkt zwischen 
den Forschern, die nur ganzzahlige , positive Werte der unabhkngigen Ver- 
anderliclien zulassen, und denen, welche komplexe Werte der Yariablen in Be- 
tracht ziehen. 
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dadurch an Einfachheit nicht gewinnt, an IJbersichtlichkeit aber ver- 
liert, indern der Kouvergenzbereieh der auftretenden Reihen in un- 
notiger Weise beschrankt wird. 

Eine weitere, ebenfalls durch die Einfachheit der Darstellnng 
mid die dnrclaweg angestrebte Prazision der Resultate bedingte Be- 
grenzung des Stoffes liaben wir tins dadurch auferlegt ; dafi wir im 
allgeineinen nur solche lineare Differenzengleichungen betrachten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen der unabhangigen Veranderlichen 
sind; nur an zwei Stellen sind wir aus bestimmten Grtinden von 
diesem Prinzip abgewichen; im 9. Kapitel ; welches den PoincarestthQH 
Satz behandelt ? wo diese Beschrankung umiotig ist das ist gerade 
ein Vorzug der Poincaresoh&o. Beweismethode ; und im letzten 
Abschnitt des 10. Kapitels, wo eine Grundlage fiir weitere Unter- 
suchungen geschaffen werden sollte nnd daher die Koeffizienten Fakul- 
tatenreihen sind. 

Voransgesetzt werden in diesem Bnclie die Elemente der Funk- 
tionentlieone und der algebraischen Analysis, die wichtigsten Deter- 
minantensatze, die Differential- und besonders die Integralreciiimng 
sowie in den beiden letzten Abscbnitten einige Satze aus der Tlieorie 
der linearen Differentialgleicnangen und der Fakultatenrcihen; dock 
ist in den meisten Fallen auf die Quellen hinge wiesen worden ; aus 
denen diese Kenntmsse geschopft werden konnen. Das Literatur- 
verzeichnis am Schlusse des Buches, bei welchem die Autoren in 
alphabetischer Reihenfolge und die Arbeiten ernes jeden Autors chro- 
nologisch angeordnet sind ; macht keinen Anspruch auf absolute Voll- 
standigkeit und bringt in erster Reihe diejenigen Abliandlungen, die 
in dem Buche selber benutzt oder zitiert worden sind; tloch diirfte 
wohl keine wiclitigere Arbeit iiber lineare Differenzengleiehungen fehlea ; , 
wenn dasselbe noch durch die bei Andoyer (1.) enthaltonen Literatnr- 
angaben erganzt wird. Herr Gnldberg hat das vierte, funfte und 
die drei ersten Abschnitte des sechsten Kapitels bearbeitet; alles 
tibrige riihrt von dem Unterzeichneten her; Untersuchungon ; Bemor- 
kungen und Zusatze desselben^ die in dieseni Buche zura ersten Male 
veroffentlieht werden ; sind durch W. gekennzeichnet worclen. 1m 
tibrigen konnten durch das Literaturverzeichnis die Zitate erheblicli 
abgektirzt werden, indero. nur auf die Nunrmer der Arbeit des bo- 
treffenden. Autors verwiesen zu werden brauchte. 

Moge unser Werk dazu beitragen ; das Interesse der Mathematiker 
fur eine in ihren Anfangen sehr alte, aber in ihren letzten Auslaufern 
ganz neue Disziplin wieder zu erwecken; daB sie dieses Interesse ver- 
dient ? zeigt die tiberraschende Mannigfaltigkeit der Entwickelungs- 
moglichkeiten und IJntersuchungsmethoden ; deren Darlegung sich cler 
Unterzeiehnete ganz besonders angelegen sein liefi ? sowie der Urn- 
stand ; dafi sie gerade mit den wichtigsten und schonsten Gebieten 
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der Analysis durch vielfache enge Beziehungen verbunden 1st; ins- 
besondere seien jiingere Forscher auf dieses neue Untersuchungsfeld 
hinge wiesen, welch.es lange brach gelegen hat nnd noch reiche Frilchte 
YerheiBt. Sollte das yorliegende Btich diesen Zweck erreich.en, so 
wird das Bewu6tseia ; dem mathematischen Konigreiche eine alte 
Provinz wiedergewonnen zu haben^ dea Verfasser fur seine nicht ge- 
ringe Miihe reichlich entschadigen. 

Zum ScMusse 1st es mir ein Bediirfnis, rneinem Mitarbeiter 
Herrn Guldberg und Herrn Norland sowie auch dem Teiibner schen 
Verlage meinen besten Dank flir die Bereitwilligkeit ausznsprechen, 
mit welcher sie auf meiiie Wiinsche eingegaBgen sind; ferner den 
Herren Prof. Dr. Fiirle, Oberlehrer Figur und Kandidat Stegmann ? die 
je eine Korrektur des Buches gelesen haben. 

GEORG WALLENBERG. 
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ERSTER TEIL 

GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 
UND ALLGEMEINE THEORIES 



Erstes Kapitel. 

Begriff der linearen Differenzengleichnng und ihrer 

Integration, 



I, Definition einer liuearen Differenzeugleichnng n ter 

Wir verstehen im folgenden nnter x erne reelle, unbeschrdnU ver- 
anderliche GroBe 2 ), nnter y x eine yon x abbangige Gr6Be ? eine ;? Funk~ 
tion yon x". Eine Differenzengleichung ist dann eine Grleicbung YOH 
der Form 
(1) F(x, y x , Ay e , tfy x , ..., Ay m ) - ; 

darin bedentet F eine gegebene (gewohnlicli ganze rationale) Fnnktion 
der unabhangigen Variablen x, der unbekannten Funktion y x und der 
Differenzen Yerschiedener Ordnung Yon y x : 



y*> 



Setzt man diese Werte fiir &y x , A 2 y r; ... ; A 71 ^ in die Grleiclrang (1) 
ein ? so nimmt sie folgende Grestalt an: 

(2) *(^^,^ +1 ,.-^+J==0- 

Umgekehrt lafit sich. die Gleichung (2) mittels der Formeln 



1) Vgl. J5oo?e, 1.; Mwrkoff, 1.; Selwocmoff, 1. u. 2.; Pincherle (u.Amaldi) 9., 
Kap. X; TF". 

2) Der allgemeinere Fall, daB a; eine komplexe Variable mit konstantem 
imaginarem Bestandteil ist, lafit sicii durch Parallelverschiebung der reellen 
Aclise leicht auf den obigen zuriickfiiliren. 

3) Fulirt man auBer A noch das Operationssymbol Dy ss ^=y x+l ein, so ist 
symbolisch: A^ = X>y x ^ = (D 1)^, A*^ = (D 1)*^; dann ist 

"*^^ (vgl. JCocrow?, 1.; ^oo?e, 1.). 

4) Symbolisch: D^ = (1 + A)^, D n ya , = (1 + A)"^ (1. c.). 

1* 



4 1. Kap. Begritf der linearen Ditfeienzengleichung raid ihrer Integration. 

leicht In die Form (1) iiberfuhren, so daB die Gleicfauiigen (1) und (2) 
als Equivalent zu betrachten sind. Wir ziehen die Form (2) als die 
einfacliere im allgemeinen der Form (1) vor: enthalt liier die tan- 
abhangige Variable x, die unbekannte Funktion y x und ilire ?} suJ^es- 
siven WertcP y r+1? y x + S9 ., y v+n , d. li. die Werte, welche y x fur 
die sukzessiven, urn 1 unterschiedenen Werte von x annimmt. Der 
Fall, daB die Werte von x sich um eine beliebige firrofie h unter- 
scheiden, daB also die sukzessiven Werte lauten: x + h, x + 2h 9 . . , 
x + nh, kann leicht auf den obigen ; wo die Differenz 1 ist, durch 
die Substitution x=*h#, y hz ^^ 2 zuruckgefiilirt werden. 

Die Gleichung (2) heifit eine Differengengleicliung n te ' Ordnung, 
wenn sie wirklich y x+n und y x enth'alt; wenn dagegen y x , y x + 1} . . . ; 
y x +i-i (&< w ) darin nicht vorkommen ; so kann man sie durch die 
Substitution x + /c = 8 in eine Differenzengleichung (n 7c) ter Ordnung 
transformieren. 

Beispiel*): Die Gleichung 



wird mitt els der Formeln 

8 y. +3 



in die Gleichung 

yr+3-3y e+ , + a?0 

transformiert, die weder y x noch y x+l enthalt. Setzt mean x + 2 == 2, 
so erhalt man die Differenzengleichung erster Ordnung 



Enthalt ferner die Gleichung (2) nur diejenigen Funktiouen y x+i j 
fur welche die Zahlen i den gemeinsamen Teller r besitzen, so ist 
sie eine uneigentliclie DifferenzengleicJiung n ter Ordnung **); sie ist dann 

n'amlich eigentlicheine Differenzengleichung von der Ordnung n' ~ , 

bei der die Differenz der sukzessiven Werte von x gleich r ist. So 
ist z. B. die Gleichung 

F(> y> y*^> y+e) = 

uneigentlich von der 6 ten Ordnung ? namlich eigentlich von der Ord- 
nung 2 mit der Differenz 3 und wird in der Tat durch die Sub- 
stitution x = 3# ; 2/3^=^ in. die Gleichung 2 ter Ordnung 

F(S0, u z , t*, +1 ,w f+8 ) = 
transformiert. Ebenso ist die Gleichung 



1) MarJcoff, 2) W, 
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eigentlieh YOU der ersten Ordming mit der Different n und geht durch 

die Substitution so == n#, y nz = u. in 

f(nz,u 3 ,u sJrl )^Q 
iiber. 

1st In der Gleichung (2) <$> eine lineare Funktion von j/^y x + i ? - ., 
'!/x+n> so l* 6 ^ s ^ e e i ne lineare Diffci emengleiclmng n ter Ordnung; diese 
hat also die Form: 



worin die pW und p x Funktionen. von x sind. 1st p x = 0, so iteiBt 
Grleichung (3) eine homogene lineare Difi e eienzengleicliung n tQT Ordnung; 
ist dagegen p x H= 0, so heiBt sie eine niclithomogene oder vollstandige 
lineare Diiferenzengleichung. Wir werden uns im folgenden haupt- 
sachlich mit den nomogenen linearen Differenzengleicliungen be- 
sch.aftigen, da die vollstiindigen Gleichungen ; wie wir spater senen 
werden, sicn auf sie zuruckftihren lassen 5 ferner werden wir uns liaupt- 
saclilicli auf den Fall beschranken ; daB die Koeffizienten p^ rationale 
Funktionen von x sind, die dann als ganze rationale Funktionen oder 
Polynome vorausgesetzt werden konnen. 

II. Definition der Integration einer horaog % enen linearen 
Differenzengleiclrang. Existenz einer Partiknlarlosnng. 1 ) 

Eine homogene lineare Differenzengleichung 

(i) p?y.+.+p?y. + .- l + ~-+p?y.-* 

stellt eine Forderung dar: es soil ?/ T als Funktion von x so bestimmt 
werden, daB sie, in die Grleichung (1) eingesetzt, diese zu einer iden- 
tischen macht. Eine solche Funktion y x heiBt eine Losung oder auch 
ein Integral der Gleichung (1). 

A. Die liomogene lineare Differenzengleiehtmg erster Ordnnng. 

Um uns fiber die hier auftretenden Verhaltnisse Klarheit zu ver- 
schaffen, "betrachten wir zun'achst die einfachste homogene lineare 
Differenzengleiehung erster Ordnung 
(2) t , + i-y a = 0. 

Sie wird offenbar befriedigt durch 

^=^W; 

worin &(x) eine icillkiirliche periodische Funktion von der Periode 1 
bedeutet. Wurde man nun wie bei den Differentialgleichungen als 

1) Wallenberg, 6., NT. 2; vgl Lacroix, 1., 418420; Boole, 1.; fur kom- 
plexe Variable PtncJierle (u. Amaldi), 9., Kap. X. 273280. 
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" = 1) fur rs^O 1 ), cl h. y = fr wahlen, so wurde 



sicli aus Gleicliung (2) ergeben: 



-2 -1 



Es ware also y x in den Punkten .. 2, 1, 0, 1, 2, 3 . . be- 
stimmt; dagegen nickt in den swischm diesen Punkten liegenden 
Intervallen; in der Tat liatte die sonst willkiiiiicne periodisclie Funk- 
tion 03 (x) nur die Bedingung o(0) == 1) zu erfiillen. 

Soil daher y ff fur die Werte von x bestimmt sein, so mtissen 
wir folgende Anfangsbedingung festsetzen: 37 In dem Intervdl x = 
(exldmive)^) soil y x = <p(%) sein y wo <p(x) eine 
wftlkwlicU vorgcschriebene eindeutige /%?/>:- 
tion von x isf] in graphischer Darstellung: 
In dem Intervdl 0^^<1 soil die Kurve 
y x = co (x) einen vorgeschriebenen Verlauf be- 

sitem." Dann ist in der Tat y x fiir die 

Werte von x bestimmt; denn ist x = n + s, 
wo ^ & < 1 und n eine ganze positive 
oder negative Zahl ist ; so ergibt sich 

Die in dieser Weise durch ihre ;; Anfangsbedingtmg" eindeutig 
festgelegte Funktion y x nennen wir eine Partihttlarldsung*) der Glei- 

chung (2). Wahlt man die eindeutige 
Funktion y(x) im Intervall bis 1 in- 
Jduslve endlicb. 7 stetig und derart, daB 
<p(l) <p(G) ist (Fig. 1), so werden die 
im allgemeinen 4 ) in den Punkten ... 2, 
1, ; 1, 2 7 . . auftretenden Unstetig- 
keiten (Fig. 2) vennieden, und es laBt 
sicb. in diesem FaEe die Losung y x = CD (x} 
fiir die Werte von x durcb eine Fonrier- 
sche Reihe darstellen: 



-2 -1 



1 2 



cos 



sin 2 k 



k = 1 



1) Den Anfangswert x == a kann man durch die Substitution re = a -f " 
y a+z = ii, stets nach verlegen 

2) Statt des Intervalles bis 1 konnte auch das Intervall a bis a + 1 ge- 
nommen werden. 

S) Im folgenden werden wir unter einer ,,Partikularlosung u aber aucla oft 
irgend eine besondere Losung im Gegensatze zur allgemeinen L6sung, die will- 
kiirliche periodische Funktionen enthalt, verstehen 

4) Z. B. bei der periodischen Funktion G>(#) == x [ic], worm \x\ die grofite 
ganze in x enthaltene Zahl bedeutet; hier sind die Kurven der Fig 2 Strecken 
von der Lange "|/2, die mit der positiven X-Achse einen Winkel von 46 ein- 
schlieBen, 
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worin 

i 

a k = 2j(p(u) cos 21* MI du (k = ? 1 ; 2, . . .) ; 
o 

i 
l> k = 2 / g)(ii) sin Bkmidu (&= 1, 2 ; .. ) 

o 
ist. 

Wir betraohten nun die allgeineinste homogene lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordming 

( 4 ) t/v + l^Pay*, 

worin p x eine eindeutige Funktion Ton x ist. A.US dieser ergibt sicht 
einerseits: 



^ 

andererseits : 



1st also wieder y x im Intervall x = (inblusiTe) bis # = 1 (exklusive) 
gleich. einer vorgescliriebenen Funktion <p(x), so ist y x dnrcli die 
Grleiclinngen (5) und (6) fiir alle positiven und negativen % bis auf 
gewisse sogleich naher zu betraclitende Werte yon x eindeutig be- 
stimmt. 

Verscliwindet y x fiir x = a (was, wenn y a _i=t=0 ist, nur ge- 
schelaen kann, wenn p a ^ versclLwindet), ist also y a == 0, so ist aucli 



es sei denn, daB eine der GrroBen p a , p a+i) . . , 2 } a+i-i 
groB wird; und es ist anch 

y.--0 (fc-1,2,3,...), 

es sei denn ; daB eine der GroBen p a _ 19 p a ~%> - - ? Pa~k ebenfalls ver- 
seliwindet. Wird ferner y x fiir x =6 nnendlich groB: y b == oo ; so 
ist auch 
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es sei denn, da6 eine der Grofien p b , p b+ly . . ., J^-i versckwindet; 
und es wird auck 



es sei denn, da8 eine der GroBen jp 6-1 , j A _ 2 , . . ., p b _ k ebenfalls un- 
endlick groB wird. 

In den durck die Wendung ,,es sei denn, da6" gekennzeickneten 

Ausnakmefalleii konnen TJnbestimrntkeiten von der Form oo 0, , 

Q.oo, 5. auftreten. 1st aber p v unbeschrankt differenzierbar und 

9 oo x 

besitzt auch die vorgeschriebene Funktion <p($) im Intervall bis 1 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung, so konnen diese Unbestimmt- 
heiten im allgemeinen (d. h. mit Ausnahme wesentlich singularer 
Stellen) nack den bekannten Metkoden der Differentialrecknung ge- 
koben werden: 1st n'amlick die Nullstelle a = n + a (n positive ganze 
Zakl ; ^ cc < 1) ; so ist 



und ist a = n + cc, so ist 



ahnlick fiir die Unendlichkeitsstelle &. Es entsprechen also 
(positiven und negativen) Werten von x bis auf diskrefco wesentlick 
singulars Punkte 'besUmmte (endlicke oder unendlicke) Werte von y x , 
die bei reellem p x grapkisck durck eine Kurve dargestellt werden 
konnen; diese Kurve ist die Reprasentantin eiuer emdeutig bestimmten 
Part ikularlo sung der Gleickung (4). Ist insbesondere p x eine rationale 
Funktion von x und waklt man <p(x) als analytiscke Funktion, die im 
IntervaE bis 1 keine wesentlick singulars Stelle besitzt, z. B. eben- 
falls als rationale Funktion, so ist die Funktion y x in alien Punkten 
bsstimmt. 

Um auck kier Sprungstellen der Losung y x , d. k. wesentliche Un- 
stetigkeiten 1 ) derselben an der Stelle x = 1 (und daher i. a. auck an 
den mit 1 ,,kongruenten" Stellen ... 2, 1, 0, 1, 2, 3, . . .) zu 



1) Dabei sind unter unwesentlichen Uustetigkeiten solche zu verstehen, die 
auch bei rationalen Funktionen auftreten k5nnen, also Pole; insbesondero die 

beiden Typen y dl^r/i ^ r fls^^O, wo sich -f- oo an -|~ CXD l>zw. cx> an 
oc 

oo anscnliefit, und y = + -$^+1 ^ r *= SB 0, wo sich -f oo an oo buw. 

oo an +00 anschlieBt t^brigens konnen auch diese Unstetigkeiten ver- 
mieden werden, indem man, falls p x fiir x = von der ?t ten Ordnung unendlich 

f(ffi) 

grofi wird: ^ ==--- (/"(O) endlich und 4= 0), <p(x) = x n %(x) wahlt, worin %(x) 
x 

der Bedingung %(1) = f(0)%(0) geniigt, was nach obigem leicht zu erreichen ist. 
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vermeiden, hat man die die , ; Anfangsbedingung" darstellende ? iin In- 
terval! bis 1 (inkl.) stetige Funktion y(x) so zu wahJen ; daB 
Ik = ^(1)? a 'l s( >? da y l = p Q !/Q ist, daB gp(l) =^095(0) wird, was stets 
leicht erreicht werden kann, falls nicht x = wesentlich singulare 
Stelle von p v ist: 1st j) = 1 ; so erreiclit man <p(l) = <p(0) am besten, 
indem man <p(x) als periodische Funktion von x mit der Periode 1 
wahlt; man kann aber auch. z. B. <p(x) = a J r 'bx(x 1) wahlen. Ist 
dagegen f H=l, so brauclit man, falls cp(x) der angegebenen Be- 
dingung niclit geniigen sollte, nur ip(x) <p(%) + & zu nehmen 1 ) ; worin a 
durch. die Bedingung ^(1) ==J) ^(0) ? d. LL. y(l) + a = j 
bestimmt wird: 



a = 



Ist ferner |) = oder cx>, so mu8 man fiir cp(x) eine Funktion 
mit der Nullstelle bzw. dem Pol x = 1 wahlen, falls niclit g?(0) == CXD 
bzw. ist ; was sich ja leicht vermeiden lafit; sonst muB man erst 
den Wert von [|^9(^)L = o bestimmen und dann nach den eben an- 
gegebenen Regeln verfakren (fiir p Q = oo vergleiche aucli den SchluB 
von Anm. 1). 

Ist endlich x == wesentlicli singulare Stelle oder Unbestimmt- 

lieitsstelle fiir p x (z. B. fur e x oder sin, j ; so sind die Punkte 

1, 2 ; 3, ... im allgemeinen wesentlich singulare Stellen fiir die 
Losung y x , in denen wesentliche Unstetigkeiten oder Unbestimmt- 
heiten auftreten konnen; ist allgemeiner ^ = ^^0 wesentlich. singulare 
Stelle von p x , so sind die Punkte a + T& (7c == 1 ? 2, 3 ; . . .) wesentlich. 
singulare Stellen fiir y xf und ist x = a < wesentlich singulare Stelle 
von p x , so sind die Punkte a k Qc 0, 1, 2, . .) wesentlich singulare 
Stellen fiir . 



1) Man kann anch ty (x) = 9 (x) (x + a) w'ahlen und a dementsprechend 
bestimmen. 

2) AnmerJcung: Ist in der Differenzengleichung: 

**-* 

p x eine ganze transzendente Funktion und "besitzt diese Gleichung als Partikular- 
losung eine ganze transzendente Funktion von #, so kann man iiber die Null- 
stellen von p x noch folgendes erschliefien: es moge an den mit a ,,kongruenten" 
Stellen a -f w, wo die ganze Zahl n von oo bis +00 variiert, y x bzw. von 
der Ordnung ^ w , p x von der Ordnung v n verschwinden ; dann ist 

1 ' = ^ + 1 ^11. 

Da ^ eine ganze Funktion sein soil, so ist v n ^ (eine Nullstelle negativer 
Ordnung ist offenbar als Pol aufzufassen), also p n ^ n + i-> d. h. ^ wachst nicht 
mit abnehmendem n; und da ^ nacb. vornergenendem ebenfalls nicht negativ 
wird, so muB von einem gewissen, genugend kleinen n an ^ n konstant bleiben 
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Durch die vorliergelienden Betraclitungen ist die Existens einer 
dwell ifore Anfangsbedvngwng Us auf etwaige isolierte singulars PunJtte 
eindeutig lestmmten Partilailarlosung der Gleicliung (4) erwiesen. 1st 
YI T eine solelie Partikularlosung und y x die allgemeine Losung der 
Gleicliung (4), also 

1/3 + 1= PSJ*, 'Wl-M*; 

so ist 



worin co r eiwe mllkiirliche jperiodisclie Function von der Periods 1 be- 
deutet; die allgemeine Losung lautet dalier 



dies rechtfertigt die beliebige Wahl der ?; Anfangsfunktion" <p(%), da 
ans jeder Partikularlosung durch Multiplikation mit einer willkurlicheii 
periodisclien Funktion yon der Periode 1 die allgemeine Losung 
lierTorgeht. 

Besckrankt man die Veranderliche x auf diejenigen Werte, die 
sick von einer GroBe a um eine positive ganze Zatl unterscheiden 1 ), 
so kann man die allgemeine Losung der Gleicliung (4) in gesclilossener 
Form darsteilen; es ergibt sich namlicn aus (4): 

Zk^JPi-iik-i -^-i^-a^-a usf -5 
schlieBlich 

2/.=P^iA- 2 ""A^5 
y a bleibt willktirlich: y a == C, so daB in diesem Falle 



die allgemeine Losung der Gleicliung (4) darstellt, vorausgesetzt ; daB 
keine der GroBen p a? p a+i? ... unbestimmt wird oder gleich. bzw. 
oo ist ; in welchem letzteren Falle man die triviale Losung bzw. oo 
erhalt. Fiir a == ergibt sicb. 



fiir alle positiven ganzzahligen x ? vorausgesetzt, daB alle GroBen 
PQ> Pi? P%) inen bestimmten ; endliclien ; von Null verscMedenen 
Wert besitzen. 



und folglicli v n *=Q sein. Also die Zalil der mit a Jtongruenlen Nullstell&n von p x 
ist Units von a "begrenzt. Es l&Bt sich zeigen, da6 timgekehrt, wenn diese Be- 
dingung erfiillt ist, die Gleiclraiag (4) eine gan^e transzendente Funktion als 
PartiknlarlSsung besitzfc (Gruichard, 1., S. 376377; G-. sagt falschlich ,,redits 
von a' f Vgl. Hurwitz, 1.). 

1) Vgl. Markoff, 1.; Settwanoff, 2., Nr. 49. 
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B. Die Suxnmen. 

LaBt man der Variablen x ihre unbesckrankte Veranderlictkeit, 
so kann man folgendermaBen verfahren 1 ): Aus (4) erhalt man durcb. 
Logaritlimieren : 



Setzt man logy x = u x , ^gP x = %x? so w ' l]C & diese Grleichung 

w *+i - u x = #*; d - h. Aw r = q x , 
und daraus ergibt sica 

^-JSfc+C^, 

worin 

J5& = (Zo + OL + ' ' + &-i 

CO 

oder event, auch ^^ q x == ^- ^ + ^ ist ? wenn diese unendliclie Eeihe 



r=0 

konvergiert (z. B. fiir q x = ^- 7 m>lk wahrend (D X . eine willkiirliclie 

periodische Funktion von ^ mit der Periode 1 bedeutefc. Die ^Summe" 27 
stellt niithin die zur Operation A inverse Operation dar ; syrnboliscli: 
2!(l x = ^~ 1 q x j und es soil in diesem Abschnitte das Hauptsachlichste 
iiber die Summen auseinandergesetzt werden. 

Zunachst geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten, leicht 
zu verifizierenden Summenformeki mit E^ortlassung der willkiirlichen 
additiven periodischen Funktion & x '^) 



oder 



>, 
( - ) 






/i\ XI cos 

(d) > sin a? = 

^ J 



2 sm 



1) Lagrange, 1.; Lacroix, 1., 414; I?oo?e ; 1. 

*2) Wenn die Basis nicht ansdriicklicn Mnzugefugt wird, 1st der log naturalis 
gemeiut; man kdnnte aber oben aiien den log zni einer beliebigen Basis a 
nehmen, was unter Umstanden direkt geboten erscheint, z. B. dann, wenu 
p x == a r ist. 

3) Ygl. z. B. MarJcoff, 1.; Seliwanoff, 2., NX. 2530 
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wenn 



(h) ^ u x^ v x = u xVx ^^S v x+i^ u x (Forael der partiellen Summation). 



Die Summe einer ganzen rationalen Funktion w ten Grades ist eine 
gauze rationale Funktion (n + l) ten Grades 1 ); der Beweis dafur ergibt 
sicli leicht ? wenn man die vorgelegte ganze rationale Funktion 
(fy durch die NewtomdiQ Interpolationsformel 2 ) darstellt: 



/i == /'(O) + x A/*(0) + ^p^ AV(0) + - - + ^^^^^ 0) 7 

und die Formeln (a) und (f) anwendet. 

Eine Vervollstandigung der obigen Tabelle kann erst im Ab- 
sehnitt C erfolgen. Dagegen wollen wir hier noch einen bemerkens- 
werten Ausdruck fiir f(x) = 2cp($), d. h. also fur die Losung der 
Differenzengleichung f(x + 1) f(x) = <p(x) ? worin <p(V) eine beliebige 
Fnnktion von x ist, angeben, und zwar in Forai eines bestimmten 
Integrales ? in welchem x als Parameter auftritt; derselbe ist zuerst 
von Guicliard (1.) aufgestellt und spater in sehr eleganter Weise von 
Weber (L), dem wir uns ina folgenden anschlie6en ; abgeleitet worden: 
Man markiere in der Ebene einer komplexen Variablen den Punkt, 
der dem Werte von x (der iibrigens auch komplex sein kann) ent- 
spricht, und die Punkte x + 1, x +*2 ; x + 3 ; . . v die alle auf einer 
zur reellen Achse parallelen Geraden liegen, welohe wir die Gerade X 
nennen wollen. Durch diese Linie X wird die #- Ebene in zwei Halb- 
ebenen geteilt, welche die positive oder negative genannt werden soil, 
je nachdem sie die positiv oder die negativ unendlichen imaginaren 
Werte von enthalt. Nun kann man auf folgende Weise einen 
Integralausdruck fur f(x) bilden: man nehme einen Punkt a auf der 
negativen, einen Punkt & auf der positiven Seite von X an und ver- 
binde diese beiden Punkte durcli irgendeine Linie ; welche die Gerade X 
in einem Punkte c schneidet, der zwischen x und x 1 liegtj dann ist 

b 

(\\ ff\-. r 9>(*)d* 

w 



1) Insbesondere ist <p n (x) =* Sx n das sogenannte BernoulUBclie Polynom. 

2) VgL Seliwanoff, 2., S 6; Literatur bei Andoyer, 1. 

3) G-mchard (1.) betrachtet aucb. das ebenfalls der Dilferenzenglelcktmg 
f(x + 1) f(x) = 9 (x) geniigende allgeineinere Tiategral 



o 

= r 
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Man erhalt namlich daraus f(x + 1), wenn man denselben Integrandeu 
auf einem andern Wege integriert, der die Lime X in einem zwischen 
x und x+l gelegenen Punkte d schneidet; und ftir f(x+l} f(x) 
erlialt man dami ein Integral fiber einen geseblossenen Weg, der von 
den Polen des Integranden nur den einen ? x, umscblieBt, das also 
nacli dern Caucliy schen Satze den Wert cp(x) bat 1 ), vorausgesetzt, dafi 
man sicb auf ein Gebiet der #-Ebene beschrankt, in dem q*(x) stetig 
ist. Verandert man die Grenzen a und &, obne sie die Linie X 
iibersebreiten zu lassen, so andert sicb f(x) nur uin eine periodiscbe 
Funktion von der Penode 1; denn da die Zusatzwege kemen Pol urn- 
schlieBen, so ist nach. dem Caucliys&h&n Satze das Zusatzintegral fur 
f(x + 1) - f(x) gleich NuH 

Das fur f(x) gefundene Integral (i) TaBt sicb. folgendermaBen 
zerlegen : 



und f(x) andert sicb nur um eine additive Konstante, wenn in dem 
ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durcb einen beliebigen 
anderen festen Wert ersetzt wird. Dann konnen wir aber in den 
beiden anderen Integralen a nacb ^*oo ; "b nacb + ^ bin wacbsen 
lassen, selbst dann nocb,, wenn q)(0) mit unendlicb wacbsendem 8 wie 
irgendeine endliche Potenz von "unendlicb groB wird. Wir erbalten 
dann, wenn wir in dem ersten Integral die untere Grenze ; als ganz 
beliebig ? weglassen: 



oder, wenn wir im zweiten und dritten Integral & x = it bzw. 

# x ===== it substituieren : 

C 00 00 

(x + it)dt 



-(c-) 

Um f(x -f 1) zu erbalten, baben wir den Punkt c durcb c' zu ersetzen; 
wir konnen, nun c und c' gleicbweit von x entfemt ; d. b. c f x=*x c 
annebmen; dann wird 



worin co(x} eine periodische Funktion von der Periods 1 ist, nnd zeigt, dafi, 
wenn 9(0?) eine ganze transzendente Funktion ist, co(a?) so bestimmt werden 
kann, dafi auch f(x) eine ganze transzendente Funktion wird; ygL Hurwite, 1., 
der diesen Satz auf anderem Wege beweist, sowie Appell, 2. und Barnes, 2. 
1) Um sich davon zu uberzeugen, braucht man nur in dem Integranden 

die Substitutionen <? niz '= w, e 2nix = t auszufuhren. 
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. f*tp(x + it)dt 



~i(c-a;) 

nnd da 

ist, so ergibt sich: 

c t,' oo 

2/(V) = - g?(a?) +C<p(*) d0 +J*q>(0) ds + iJ*&+*$T-jP(* 






Hierin kann man aber 7 da ^ == kein Pol des Integranden ist ; c nnd 
folglicli aticli c' mit ^ zusammenfallen lasseri und erlaalt so: 

n\ ^/\ 1 / \ 

(k) f(^) = - Y v (a;) 



Dies ist die von Plana (1.) und J[&eZ (1.) auf anderera Wege 
abgeleitete Pormel ; die zahlreiche Anwendungen zulaBt, 1 )* So ergil)t 
z. B. die Tayforsche Entwicklung (falls ein solche moglicli ist): 



setzt man also noch. 



so folgt aus der PZawa-JL&eZschen Forinel die IMferscbe Summenformel 3 ): 

n\ f/~\ . 
W / W ' 



Diese Reilie ist allerdings im allgemeinen divergent; man muB 
sich daber bei ihrer Benutzung auf eine endliche Anzabl von Gliedern 
beschranken nnd den dabei begangenen Febler fiir jede Funktion <p(x) 
besonders abscMtzen. 4 ) 



1) Die obige Ableitung riihrt ebenfalls von Weber (!) her; vgl. Kronecker(lJ 
und Jjindelof (1.). 

2) Die GroBen B n sind die sogenannten Bernoulli sch&n Zahlen. 

8) IMer, Comm Acad. Petrop. 6 (1732/3), Ausg. 1738, S. 6897; 8 (1736), 
Ausg. 1741, S. 3 tf, 9 22. C. Maclaurin, A treatise of fluziona (Edingburg 
1742), S. 672; vgl. Markoff 9 1.; Selwanoff, 2., Nr. 3640. 

4) Das Eestglied von Poisson (Pans, Mem. Bd. (182G), 580), Jacobi (Jouru, 
fiir Math. 12 (1834), 263 oder Werke, Bel. 0, 64) und MarJcoff, 1., S. 121; vgL 
Seliwanoff, %., Nr. 37 u. 38. 
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O. Die Gammafaxxktion. 

Nach diesem Exkurs fiber die Summen kehren wir zu der all- 
gemeinen Losung der Grleichung 

( 4 ) y*+i-p*y* 

zuriick; dieselbe lautet 

y, = *><?*"* = a,***'* = 5 a 77>.; 

darin ist ! x = e?>x eine wiUkurliche periodische Funktion Ton x mit 
der Periode 1 und 



Die durch das Symbol 2 ausgedrfickte Operation soil kiinftighin 
,,Summation" 9 die Operation II dagegen in Anlehnung an einen in 
der Theorie der Differentialgleichungen gebrauchlichen Ausdruck 
,,Quadratur" genannt werden. Die Losung Up x ist aber nur eine 
formale*), da dieselbe zunachst nur fiir positive ganzzahlige x eine 
Bedeutung hat und fur beliebige x erst in wenigen Fallen funktionen- 
tneoretisch untersucht worden ist; zu diesen Fallen gehoren haupt- 
sach.licli die ; in denen. p x gleich. einer Konstanten oder gleich einer 
rationalen Funktion yon a? ist. 3 ) Ist p x = a (Eonstante) ; so wird 

V* - ^a,^- 

Wir wenden uns nun dem Falle zu ; daB p x eine rationale Funk- 
tion von x ist ; und behandeln zunachst den einfachsten und wichtigsten 
Fall, auf den der allgenaeine sich zuriickfiihren l*aBt ; namlich p x = re; 
wir betrachten also die Differenzengleichung 



Um fiir die allgemeine Losung derselben einen analytischen Ausdruck 
zu finden ; machen wir folgende einfache Bemerkung: Ist 



1) Eine Losung ist anch 



falls das unendliche Produkt konvergiert. 

2) Es gibt auch fur lineare Differenzengleichnrtgen w ter Ordnung formale 
Losungen in Determinantenform, von denen die fiir Differ enzengleichungen erster 
Ordnung geltende Losung Hp x ein Spezialfall ist (Bortolotti, 1.). 

3) Aufierdem die L5sungen der Gleicliungen y x + 1 = ci? x y x i 



- 

in den (in B angegebenen) Fallen, wo Sq_ x bekannt ist. 
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y eine Losung der Grleichung y xJrlL = P^V^i 

?/^ eine Losung der Gleickung y x + 1 = j/ 2 ^ , 

y^ eine Losung der Grleichung y x + = P^ y, , 

so ist 

(t) (2) (w) 

4/ - II Ql 1i 

y^ ?/4j ^ * y* 

eine Losuug der Gleichung 

(1) (2) () 

y a+1 e -p IB u p .-i>^y a ,, 

was sich sofort durcb. Multiplikation der Gleichungen 

w ci) -W ?/ ( " 2) - (8) f/ (<J) / (w) - (n) t/ (B) 

#a + 1 ~- #* ^ ^ ?/ t + 1 ^ 2/a: ? * * ^ ^ + 1 ~ ^ ^ 

ergibt. Wir betrackten nun die Differenzengleicbung 

/o\ nx 

W ^ + i = ^r n y^ 

worm n eine endlicbe positive ganze Zabl bedeutet Da 

x _ x x-\-l x -\-n-l 
x + 1? x -f- 1 ic + 2 , + 9? 

ist und die Gleickung 



ojBFenbar die Losung ^ = J~T besitzt, so ergibt sich, aus unserer 

Bemerkung und den vorkergehenden Auseinandersetzungen als all- 
genieine Losung der Gleickung (8): 



oder auch. 



darin ist c^ eine periodische Punktion von x mit der Periode 1, 
Lassea wir nun n unbegrenzt wacb.sen ; so geltt fur lira n = oo die 
Gleichung (8) in (7) iiber, deren allgemeine Losung dalier lautet: 

(10) F(x) = mJ(x-) } 

worin 

r/ N V (n 1Y n x 

r(fl?) == lim -7 --^------f-.-. - - 



ist. Dieses unendliclie Produkt ; welches auch in der Form 
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f i +- 




r(* + i)-=JJ 



geschrieben werden kann ; ist zuerst von Euler 2 ] in die Analysis ein~ 
gefukrt, spater aber yon 6? cm/3 3 ) wiedergefunden und genaner unter- 
suclit worden. G-aufi gebraucht den Ausdruck 



und beweist die Konvergenz dieses unendliclien Produktes flir alle 
reellen Werte von x, die nicht negative ganze Zahlen sind. Die Be- 
zeichnung f(^) und der daraus entspringende Name ,,Grammafunktwn" 
rlilirt von Legendre^) her. Aus (11) ergibt sich. 



und claher aus der Gleichung (7) fiir alle positiven ganzzahligen p: 



Ferner folgfc aus (11) ; daB V(x) in und den negativen ganzen Zatlen 
einfache Pole besitzt und das Residuum fur x = pi 



v f , x r/ N v ~ 

Imi fe + ;p) f(flj) == lim -* - J - - ^ 

c C = 1 > V ^ ^ ' n = oo J?! ^ jp' 

ist 5 ) 

Wir geben nocli eine zweite Losung der Differenzengleichung (7) 
in Form eines bestimmten Integrales ? welche ebenfalls von Euler & ) 
herriihrt, und benutzen zu diesem Zwecke die Methode von Laplace 7 ): 
Wir setzen in Gleictung (7) 



worin die Grenzen a und 1} noch passend zu bestimraen sind; dann 
erhalten wir 



(12) ft x f(f) dt - x 



1) Eider, 1., S 1; 2a., S 834; 2b. (2. Aufl), Bd. IV, S. 105. Gaufi, 1., 
Deutsclie Ausgabe, S. 32, 

2) Euler, 1-, S. 2 3) 6?oA !> ^D* A -. s - 3738. 
4) Legendre, 1., S. 476. 5) Ygl Nielsen, S., S. 13. 

6) J5?wZer, z. B. 2*>., Bd. I, Sect. I, Kap. VE u. IX, u. Bd. IV; Legendre, I. 

7) Laplace, 1.; vgl. z. B. Boole, 1. 

"Wallenberg Lmeare Differenzengleichtingen 2 
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Dnrcli partielle Integration folgt aber 



also ergibt sich aus (12): 

/* > 

/ **(/% +f'(.t)}dt - PYG0] = 0. 

o " 

Diese Gleichung wird erfuEt durcli 



Aus der ersten dieser Grleichungen folgt /'() = to0~* 7 wo co von t un- 
abhangig ist ; clagegen x enthalten. kann; aus der zweiten Gleicbung 
ergeben sich unter der Voraussetzung, daB x positiv ist, die Grrenzen 
a = und 6 == oo. Die allgemeine Losung von (7) lautet also: 





wo co x nach friiherem eine willkftrliche periodische Function von x 
mit der Periode 1 ist. Die beiclen Partikularlosungen der Diffe- 
renzengleichung (7): 

r(a;) (Gl (11)) und 

(das sogenannte zweite jBw?eysche Integral) konnen sicb nach dem 
Vorhergehenden nur durch eine Pnnktion & x unterscheiden ? die der 
Bedingung co aj+1 = x gentigt; wir wolJen zeigen ; da8 03^= 1 ? d, h. 
fiir positive x genau 

(13) r 



1) Schlomilcky 1., S. 242243; eineu anderen Beweis gab Pnngslieim (Math, 
Ann. Bl (1888), 459); der Beweis von Gaup (1., D. A , S, 40) ist nicht streng; 
vgl. Nielsen, 3., 57. Nach den Angaben von Pringslieim (1. c. S. 45b) und 
Nielsen (3., S. 145, Anm. 1) kommt die Integralform (13) fur l~(x) nicht fruher 
als bei Poisson (Jonrn. de rjc. Polytechn., cab. 19, 477 (1823)) vor. Setat 
man m (13) t == log #, so erhalt man die JSulersohQ Iiitegraldarstellung 
von r(x): 



Setzt man ferner in (13) t e 3 , so ergibt sich die Integraldarstellung: 

+ 00 



welche G-aufi (1., D. A,, S, 82) als die beste Definition der Gamrnafunktion be- 
zeichnet; vgl. Nielsen, 8., S. 145. 
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Fur beliebige positive t und p bestelit die IJngleichung 

<>! + }, 

woraus folgt: 



Da ferner fur positive t und reelle x die Potenz t x ~~ l = e^"" 1)log ^ wenn 
man den reellen ;; Hauptwert" des Logarithmus nimmt, immer positiv 
bleibt, so 1st 



t*- l dt 



oder, wenn man die Substitution 1-1 == anwendet, 

p u 

i 
< J"(a ' 

Ninimt man nun die beliebige positive Grofie p == n + ^ ; wo w eine 
beliebige positive ganze Zahl bedeutet ; so ist nacn einer bekannten 
Integralformel 2 ) : 



also 



Andererseits ist ; da der Integrand in J(^?) positiv bleibt ; 



Nun ist aber fur < w : 

e~*> 
nnd daher 



1) Das ist das ,,erste jEulerschQ Integral" (Euler, 25 *., Bd. I, 213247; 
Bd. IV, 78 354); diese Bexeiclamingen ruliren von Legendre (1.) her, 

2) 6?a^, 1., D, A., S. 39; vgL z. B. Schlovmlch, Compendium der hokeren 
Analysis, 5. Anfl. (1881), Bd. I, 412. 
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durch die Substitution 1 = u wird daraus: 

n 

i 
J(x] > ^ I u n (~i ^t) x '~" 1 du, 



d. h.. nach der obigen Integralformel: 

Tf \ ^ x nl 

j I /Y>\ ^X,, A Q X 

C/ I ih J ^^ i v ~"T - - 

Es ist also 



Durcb. den tlbergang zur Grenze fur unendlich wacbsende n ergibt 
sich. aus diesea Ungleicbungeri 

r(a?) = J(x). 
Die allgemeine Losung der Differenzengleicliung (7) lautet also: 

yx*=J(*}> 

worin & x eine periodiscbe Funktioii von x mit der Periode 1 bedeutot 
und f(^) nunmehr entweder durch den Ausdruck (11) oder (13) be- 
stimmt ist; der erstere bat don Vorzug, fiir alle von und negativen 
ganzen Zablen verscMedenen x Greltung zu besitzen, wahrend der zweite 
nur fiir positive Werte von x gilt. 1 ) 

Bestimmt man eine Partikularlosung der Gleichung (7) in der 
unter A angegebenen Weise dadurch ; daB y A im Intel-vail <I x < 1 
gleicb einer vorgescbriebenen Funktion g?(#) sein soil, so kann die 
periodiscbe Fuuktion co(x) bei geeigneter Wabl von <p(a&) in ibrem 
ganzen Verlaufe durcli eine F&wierscAie Keihe ausgedrtickt warden; 
es ist namlicb. fiir ^ x < 1 : 



1) 1st n eine endliche, niolit negative ganze Zahl, so gilt fur n l 
die Formel von Caucliy (Exercices de Math. II, 92 (1827); vgl. Nielsen, 3., 



/ 

() - J (e # y.CO)**-^*, (y^W - 



r = 

Ferner existiert folgende, nacla Schlafh (Math. AEB. 3 (1871), 148) zuorst von 
Weierstra/5 gefundene allgemein gtiltige Integraldarstellung : 



darin bezeichnet TF" einen Integrationsweg , welcher von oo ausgeliond sich 
unterhalb der Achse der negativen Zahlen Mnzieht, den Anfangspunkt recht- 
laufig umkreist nnd clann oberhalb derselben Achse nach oo zuriiokkehrt 
(vgl. Nielsen, 3., 59). 
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Wahlt man nun <p(0) endlich und unseren friiheren Auseinander- 
setzungen gemaB 



wo ^(0) und #(1) endlich ist, so wird, da l"(0) = oo ? T(l) = 1 war, 
0(1-0)== 03(0) = (vgl. Fig. 1, S. 6), und es ist daher <a(x) fur 
alle Werte von x diircli die Fouriersohe Reihe (3) bestimmt, worin 
i i 

a k = 2 / $g cos 2ft xudu , 6, = 2 f -^ sin 2& xu du 
J ' W y ' W 

o o 

ist; Merbei wird der Verlauf der Gaminafunktion im Intervall bis 1 
als bekannt vorausgesetzt 

Man kann sich die Frage vorlegen: Fiir welche Partikular- 
losungen wird die periodisclie Funktion co(^) eine wirkliche Kon- 
stante ? z. B. gleicn 1? Fiir diese Losung ist die vorgescliriebene 
Funktion <p(x) selber gleich T(^) ? so daB bereits bei der Festsetzung 
der Anfangsbedingung der Verlauf der Gammafunktion im Interval! 
bis 1 als bekannt vorausgesetzt werden inuB. Urn nun diese 
Losungen aucli okne Kenntnis dieses Verlaufes eharakterisieren zu 
konnen, wollen wir noch eine zweite Art auseinandersetzen ; eine 
solche Partikularlosung der Gleichung (7) festzulegen; dadurch. wird 
gleichzeitig fur diesen besonderen Fall eine (wie wir sehen werden x ), 
praktisch anwendbare) Methode gewonnen, durch. eine ?; Anfangs- 
bedingung^ 7 die liier in Form einer Grenzbedingung auftritt, die will- 
kurlicae periodisclie Funktion CD(X) zu bestimmen. Wir suchen nam- 
lich diejenige Partikularlosung u x der Gleichung (7), fur welche die 
Grenzbedingung 

(14) Km _!!*+? i 

V J = eo(w !)!* 

fiir alle Werte von x im Intervall bis 1 erfiillt ist. Nun ist aber 2 ) 



also 

li m +!? . == u lim - 

w = o(w l)!w* / i= =oo ( M !)!* 

d. h. 



Fiir die Partikularlosung u x) die der Grenzbedingung (14) geniigt, ist 
also zunachst fiir 0<J,#<1 ? aber ? da co(x) eine periodische 

1) Vgl 2, Kap, III, zweite Anwendung. 2) Vgl. Nielsen, 3., S. 12. 

3) Nimmt man allgemeiner a statt 1, so ergibt sich u x 
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Funktion von der Periode 1 ist ; fur alle x die willkuriiche perio- 
dische Funktion o(x) = 1. d. k u x = V(x) *), und wir selien, daB in 
der Tat cliese (Jrenzbedingung imstande ist ? die Festlegung des Ver- 
laufes von u v Im Intervall bis 1 zu ersetzen. 2 ) 

Wir erwiilmen noch eine dritte Losungsmethode der Differenzen- 
gleiclumg (7) 3 ): 1st y x eine differenzierbare Losung derselben, so 

d Io" if 
geniigt v x = p ~ der Differ enzengleicliung 



^+i-^- a "j7 (formale Losung: v x = ^? ^ + CD,) , 
und diese Grleichung wird offenbar befriedigt durcli 



Fur 0)3.= G , worin 

C - lim (l + -i- + -J- + + ~ - log ) = 0,5772156649 . , . 

n = oo * ' 

die sogenannte Eulersohe Konstante 4 ) bedeutet ? ergibt sicli ins- 
besondere 

00 

X =0 

Mittels der Funktion (#) und ihrer Ableitungen kann die Tabelle 
der unter B. angegebenen Summationen erweitert werden: es ist namlicli 



und allgemein fur positive ganzzahlige k 



Durcli die'Formeln (m) und (n) ist man in den Stand gesetzt ; 
die Summation einer beliebigen rationalen Funktion mittels Partial- 

1) Weierstrafi, 1., S. 36; implizite bereits bei Gauft, 1., Art. 22, Gl [47]. 

2) Eine dritte Art der eindeutigen Festlegung einer Partikularlosung durch 
,,Anfangsbedingungen a , die aber komplexe Werte von x in Betracht zieht, findet 
sich bei Scheefer, 1., und Melttn, B. 

3) Nielsen, 8., 14; vgl. lO.Eap., I, B, 1. 

4) JKuler, 2 a., S. 144 (1755) u. Comment. Acad. Petrop. Bd. Til, 157 (1740); 
weitere Literatur siehe bei Nielsen, 8., 2. 
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bruchzerlegung und gliedweiser Summation auszuf uliren. x ) Besonders 

einfaeb. gestaltet sicb die Summation von 



__________ _ __ 

(x a) (x a 1) - - - (x a p) ? 

worm f(x) eine ganze rationale Funktion ^ ten Grades ist 2 ); man brauckt 
nur f(x) nach. der bereits erwahnten Newton schen Interpolationsformel 
zu entwickeln: 

f(x) = f(a) + X 



(n ~~ 

~ 



dann jedes Grlied einzeln durch den Nenner (x a) (x a 1) (xa p) 
zu dividieren und mittels der Formeln (a) (falls n>p\ (6) ? (/) nnd 
(wi) zu summieren. Die Funktionen Y(^) und V(a;) spielen eine 
gewisse Rolle in der inatbematisclien Pbysik; es slnd daher Tafeln 
ftir diese Funktionen bereeb.net worden. 3 ) 

Der Ausdruck (15) ftir V(x) fiibrt nun in Verbindung mit der 
Anfangsbedingung f(l) = 1 auf die neue Produktdarstellung 



dieselbe wurde zuerst yon Sclilomilch 4 ^ und knrz nacbber von 
gefunden; aber erst Weierstrafi) bat ibre funktionentbeoretische Be- 
deutung klar erkannt und sie zurn Ausganggpunkte fiir seine Zerlegung 
ganzer transzendenter Funktionen in Primfunktionen gemacbt. 

Da die Gamniafunktion fur die TbeOrie der linearen Differenzen- 
gleicbungen von fundamentaler Bedeutung ist ; so sollen bier noch 
kurz ibre wicbtigsten Eigenschaften zusammengestellt werden 7 ); Die 
Funktion Y(/) b.at ; wie wir bereits saben ? in und den negativen ganzen 
Zablen einfacbe Pole,, ist aber sonst in der ganzen ^-Ebene eine end- 
licbe, eindeutige analytische Funktion der komplexen Variablen &, 
welcbe wie die Exponentialfunktion nirgends verscbwindet und den 

wesentlicb singularen Punkt # == (30 besitzt ; so daB ^rr-r eine ganze 



1) W. 2) Vgl. Mmkoff, 1.; W. 

8) FCir ^(x-{- 1) von Gaufi, 1., D. A., S. 52 54 (der iibri gens diese Funktion 
mit V(a>) bezeichnet) und Knar, Grunert ArcMv, 43 ? 168 (1865); fur V(s+l) 
und dessen reziproken Wert von Emde, Elektrotechnik n, MascMnenbau, 24, 996 
(Wien 1906), der auch Kurven aller dieser Funktionen gezeichnet hat (,,Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven" vonJahnJce und JSmde, Leipzig 1909, S. 30). 

4) Sclilomilcli, 2. 5) Cambridge and Dublin math Journ. 8, 57 60 (1848). 

6) Weierstrafa 2., S, 15. 

7) Nielsen, 8.5 Pascal, Repertoiium der hoheren Mathematik, D. A., I (Ana- 
lysis), Kap. XVIII, 54. 
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transzendente Funktion mit einfachen JSTullstellen in und den negativen 
ganzen Zahlen ist. Die Funktion I~(V) laBt sich in die Summe 
zweier anderen Funktionen zerlegen: 



worn 



ist; Q(ji) ist eine ganze transzendente Fuaktion, wakrend 
einfaclie Pole besitzt. Ftir Q(/) besteht die Entwickelimg 

<?(*) = C Q + c^ + c^ -\ ---- , 
worin 



ist; fur P(#) gilt der Ausdruck 



_ . _ 

"ier !!(+!) 2! (5; + 2) > 

welcher die einfachen Pole von f"(Y) klar erkennen lafit. 1 ) 

Selir ntitzlicb. fur die Berechnung der Gammafuuktion ist die 
leictt zu beweisende jEwZ^sche Formel 



r(x) r(l - x) - ^-^- 2 ) (fiir a? ^ : T fl 
v y v y sin ic \ 2 V 2 



sowie das beriihinte Ga-z^s^he Multiplikationstheorem 



i - 1 

J7 r 



von dem wir ixn ^. J&xp. ; III aus der Theorie der Differ enzenglei- 
clmngen heraus einen neuen Beweis geben. Legendre 4 -) und Hoppe r> ) 
haben gezeigt ? wie man mittels dieser Formeln in Verbindung mit der 
Gleiclmng f(# + 1) = #F(#) die Intervalle, fiir welche man die Gamma- 
funktion nur zu berechnen brauelit ; um ihren Gesamtverlauf zu er- 
halten ; betrachtlkb. einschranken kann; Landau) hat sogar bewiesen, 
da6 die Gesamtlange dieser Interralle, deren Anzalil endlich ist, beliebig 
klein gemaclit werden kann. Numerische Tafeln fiir log f (x + 1 ) 

1) Vgl !(?. Kap. y I, B, 5, ? auch wegen der Literaturangaben. 

2) IMer, 2% IV, 105 (1794); JSTovi Comment. Acad. Petrop, 16, 13G ([1771] 
1772). 

3) Gaufa l v Art. 26; fur w = 2 Legendre, 1., S. 4=85, 

4) Legendre, B., II, Art. 118. 

5) ffoppe, Journ. fur Math 40, 152154 (1850). 6) Landau, 1. 
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_,5 -4 .3 .2 -1 1 2 34 



riihren her von Legcndre 1 } und &aitfi 2 } ? fur log -- von 

der auch die erste graphische Darstellung der Gammafunktion ge- 

liefert hat 4 ); die in Fig. 3 wiedergegebene Darstellung ist dem bereifcs 

zitierten Buche von Jahnke und Emde ent- 

nommen 5 ), in welchem man auch vierstellige 5 

Tafeln fiir r(o? + l), logT(a;+l) und (#+1) 4 

sowie dreistellige Tafeln fiir (# + !) und 

!:(+!) findei 6 ) 

Holder 7 ) hat ; eine Bemerkung von 
WeierstraB ausfiihrend, bewiesen, da8 die _ z 
Gammafunktion keiner algebraischen Diffe- _ 
rentialgleichung geniigen kann ? und Barnes) _ 5 
hat diesen Beweis auf die Losungen linearer _ 4 



Differenzengleichungen erster Ordnung aus- . 5 
gedehnt ; deren Koeffizienten rationale Funk- 



o 
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Fig 3 Die Gammafunktion 



tionen sind. Dadurcli ^st ge^eigt, dafi die 

linearen Differemengleiclmngen wesentlich neue transgendente FunJdionen 

definieren. 

Wir sind nunmehr imstande, mittels der Gammafunktion die all- 
gem eine Losung der Diiferenzengleichung 



worin R(x) eine rationale Funktion von x ist ? anzugeben: es sei 



worin auch mehrere a % oder b { einander gleich sem konnen; dann ist 
nach einer friiheren Bemerkung 9 ): 



Auch hier kann die eindeutige Festlegung einer Partikularlosung ent- 

1) Legendre, 1., S. 508 509 (von x = Q bis 0,5 mit dem Intervall 0,005 auf 
7 Dezimalstellen); 2., I (1811), 302306 u. II (1817), 8395; 8. ? II (1826), 490 
bis 499 (von x = bis 1 m. d. Interv. 0,001 auf 7 bzw. 12 Stellen). 

2) Gauft, 1., D. A., S. 5254 (fiir Y(#+l) log r(a? + l) von a?=0 bis 1 
m. d. Interv. 0,01 auf 20 Dezimalen). 

3) Abhandlungen II (1812), 342352 (von #=1 bis 2,05 m d. Interv. 0,01 
auf 10 Stellen). 

4) 1. c. S. 351; weniger ausfuhrlieli SchenM,, Diss. Bern 1894 

5) 1. c S. 29. 

6) 1. c. S. 30 fiir log f(#+ 1) u. (&+ 1) von # = bis 1 m. d. Interv. 
0,01; S. 31 fxir (# + !) von x = bis 10 (Intervall 1) sowie fiir !"(#+!), 
Y(x + 1) u. 1 : V (x + 1) von x = bis 1 mit dem Intervall 0,05. 

7) Holder, 1.; vgl. Nielsen, 8., Kap, "VEL 

8) Barnes, 1. 9) S 16. 10) Ife/Zm, 1. 
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weder durcli Vorschreiben des Verlaufes derselben im Interval! 
mklusive "bis 1 exklusive (vgl, Absclin, A) oder durcli eine Grenz- 
bedingung von der Form (14) bewirkt werden. 1 ) 

Wegen der mannigfaclien Reihenentwickelungen fur die Funktionen 
V(x\ log l~(#) und Y(#) sowie fur die Produkte von Gammafunktionen 
vergleiche man das 10. Eap., I, A n. B. 

D. Homogene lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordirang, 

derea Koeffizienten rationale Funktloneis, sind. 2 ) 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die liomogene 
lineare Differenzengleichung w ter Ordnung 



= 0, 



worin P^ 0) ; P^\ - -, P^\ rationale Funktionen von x sind, die ohue 
Beschrankung der Allgemeinheit als gansse rationale Funktionen voraus- 
gesetzt werden konnen. Aueh hier deflnieren wir ahnlieh wie in A 
eine Partikularlosung y x der Gleiehung (16) folgendermafien: ,,Es soil 
im Intervall inMusive Ms n exklusive y x = <p(x) sein, wo cp(x) eine 
willkiirlich vorgesclinebene eindeutige Function von x bcdeutet" Wir 
behaupten, da8 dann y x bei geeigneter Wahl der ,,AnfangsfunMon (i 
<p(%) fiir alle endhchen Werte von x eindeutig bestimmt ist. 

Urn y x zunachst fiir positive x zu untersuchen ; machen wir ; um die 
linke Seite der Gleiehung (16) von P^ 0) zu befreien ; falls 



ist, die Substitution 



dann resultiert nacn Multiplikation der beiden Seiten von (16) niit 
l~(# a x ) Y(x a 2 ) . . . f(a? r ) fiir w r eine Gleiehung von der Form 

(18) . + .+j,i l X + M _ 1 + ...+p. w tt .-0, 

worin $r\ , , . ; jp^ ^awjgre rationale Funktionen von x sind. 

Urn nun fiir die zur Losung j/,. gehorige ;; Anfangsfunktion" y(oi) 
eine geeignete Wahl zu treffen, gehen wir von der Gleiehung (18) 
aus und wahlen die zu der entsprechenden Losung u x gehorige An- 

1) Mellin, I. 

2) Wallenberg, 6.; vgl. Lacroix, 1., 418420; Markofj\ 1. fur komplexe 
Variable Pincherle (u, Amaldi), 9. 9 Kap. X. 

3) Der Koeffizient von x r darf gleich 1 vorausgesetzt werden; raehrere der 
ev. komplexen GroBen 0*1 konnen einander gleich sein. 



II, D. Homogene linear Differenzengleichungen beliebiger Ordnimg. ^l 

fangsfunktion ty(x) ira Interval! bis n (inklusive) eindeutig, endlich 
und stetig; dann ist auch die nacli (17) mit ty(x) durch die Gleichung 



verbundene Funktion <p(x) in dem angegebenen Interval! eindeutig, 
endlich und stetig, da die eindeutige analytische Funktion 1 : V(s) fur 
keinen endlichen Wert von $ unendlich groB wird. Aus (18) ergibt 
sich nun flir jeden nicht negativen Wert von x ein bestimmter end- 
licher Wert von u x : Es ist namlich u x = ty(x) fur <; x < n, wahrend 
man fiir jeden Wert von x ? der > n ist, d. li fur x = m -f a 
(m > n die grofite in x enthaltene gauze Zalil, < a < 1) den zu- 
gehorigen Wert von u x sukzessive aus den Gleichungen 

(18*) U n + k + a +J> W. + l + -l + ' +P*l* * + a - 

(i- 0,1,2,. 

linear durch u u == #(cc), w a + 1 = ^(a + 1), . . ., Ma + n-1 =^(a + w 1) 
ausdrticken kann; da die p ganzte rationale Funktionen von x sind 
und ty(x) im Interval! bis n endlich ist, so sind auch alle diese 
Werte von u x endlich (einige ev. gleich Null). 

Um die einzig moglichen Unstetigkeiten von u x bei x == n (und 
daher aueh in den 7? kongruenten" Punkten x = 2n, 3w, ..-.) zu ver- 
meiden, mu6 man es so einzurichten suchen. da6 w w =^(w) wird, 
also, da 



- 2 ) + 

wahlen, was stets leicht zu erreichen ist: man hat nur, falls ty(x) 
diese Bedingung nicht schon erfiillen sollte, statt ty(x) die Anfangs- 
funktion f(x) == ^ (a;) a zu nehnien, worm 

_ ^M +^(1)^(^1) + * - . -fiV^(Q) 

i+^o (1) +JPo (2) + --+K (/i> 
ist; wenn 

l+Po (1) H-^ (2) +-"-+JPo W = 

ist, wahlt man am besten ty(x) als periodische Funktion mit der 
Periode 1 oder ^>(#) a + l)x (x 1) - - (a? M). x ) 

Vermoge der Beziehung (17) ist nunmehr auch die der Funk- 
tion u v entsprechende Partikularlosung y x der Gleichung (16) fiir alle 
positiven Werte von x (inklusive 0) eindeutig, endlich und stetig, 



1) Vgl. auch 2. Zap., II, A. 
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Um den Verlauf von y x aucfa fur negative Werte von x zu unter- 
suchen, machen wlr ? urn die Gleicliung (16) YOU P n ($) zu befreien r 
falls (naeb Division der Gleicbung (16) durch emen konstanten Faktor) 



ist ; die Substitution 

(19) ^- 1 "^ -**); 



dann geht die Gleicbung (16) nacb Division durch P^ 
iiber in 

(20) S . m v. + >.+.- + ' ' ' + sTVt + w , - ' 

worin die ^ ganze rationale Funktionen von x sind. 

Im Tntervall bis n (inklusive) x ) ist die der Losung y v von (16) 
bzw. der Losung u x von (18) entsprechende Losung v x von (20) 
gleich %(x) 9 wo nach (19) und (17) 



! - a k - n + 1) fr(x - 

= I A=l 



ist, so daB aucn #(#) in dem angegebenen Interval! eindeutig, endlich 
und stetig ist. 

Nun lafit sicb. wieder v x fiir jeden negativen Wert von x 
(x = m + Uj m positive ganze Zabl, 0^a<l) sukzessive aus den 
Grleiebungen 



linear durcb a %(#)> v a +i = #( a + 1); ? ^ + tt -.i ^ %(a + ^ 1) 
ausdriicken, und da #(#) im Intervall bis n eindeutig, endlicb und 
stetig ist, so entspricbt jedem (negativen) Wert von x ein endlwher 
Wert von v x (der eventuell Null sein kann); ferner iibersieht man 
sofort, da8 v x fiir negative x nirgends, aucla nicbt in den Pimkten 
0, n, 2w, ..., unstetig wird. Dagegen kann liier y v in den 
Punkten x 6 A - m 2 ) (ft =1,2,..., s; m ; 1, 2, . . .) unendlicb 
werden, ja aucb unbestimmt von der Form oo * 0; wablt man jedocb 
^(#) und daber auch %(o?) als analytiscbe Funktion VOE x, die im 

1) Da wir ip(n) = ^ ?z gemacht hatten. 

2) Nur die reellen l k kommen fur uns in Betracht und nur die Punkte 
T) k m < 0. 
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Interval! bis n keinen wesentlich singularen Punkt besitzt, so kann 
diese TJnbestitnmtheit stets gehoben werden. Dieser tTbelstand kann 
aber auch dadurch vermieden werden ; da8 man von vornlierein nicht 
die Losung y x , sondern die Funktion 

s 

y* = IT si 
i-t 

betrachtet, welche ebenfalls eine Losung der Grleiehung (16) darstellt, 
da der Faktor von y x eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 
ist (natiirlich multiplizieren sich auch die Anfangsfunktionen <p(x) 
bzw. i/)(x) und %(x) mit diesem Faktor). Da die Funktion 



I I 



sn 



fiir alle endlichen Werte von x endlich. bleibt ? so haben wir in y x 
eine Partikularlosung der vorgelegten Gleidiung (16) gewonnen, welcJie 
fur alle endlich en Werte von x eindeutig, endlich und stetig ist. 

Wir haben gefunden, claB fiir eine homogene lineare Differenzen- 
gleiclmng ; deren Koffizienten rationale Funktionen sind 7 stets Partikular- 
losnngen existieren ; die durch inre Anfangsfunktion vollstandig in 
eindentiger Weise bestimmt sind ; insofern unter Voraussetzung 
der Kenntnis der Funktionen Y($) und sin^ zu jedem (reellen) 
endlicten Wert von x der zugehorige Wert von y x durch eine endliche 
Anzalil elementarer Rechenoperationen eindeutig bestimmt werden kann 5 
und zwar ergibt sich aus unseren Betrachtungen ; daB man durch ge- 
eignete Wahl der Anfangsfunktion stets Partikularlosungen erhalt, 
die fiir alle endliclien (reellen) Werte von x eindeutig, endlich und 
stetig sind. Damit ist die Existenzfrage als eiiedigt anzusehen. x ) 
Eine ganz andere Frage ist die Darstellung der'Losungen einer linearen 
Differenzengleichung durch analytische Ausdriicke. Dieses Problem wird, 
soweit es bis jetzt gelost ist ? im zweiten Teile mit Berticksiehtigung 
der neuesten, bis in das Jahr 1910 reichenden Arbeiten eine ausfiihr- 
liche Behandlung finden. 

Zum SchluB noch ein Wort fiber die Berechtigung ; die Wahl 
der Anfangsfunktion <p(x) fiir eine Partikularlosung ohne Beeintrach- 
tigung der Allgemeinheit in der Weise zu beschranken, wie wir es 
oben getan haben 5 diese Berechtigung erhellt aus der folgenden Be- 
merkung: wie wir im n'achsten Kapitel sehen werden ? laBt sich die 

1) Zunackst fur den Fall, dafi die unabhanglge Veranderliche x reell ist; 
die Betrachfcung kann aber auf Jcomplexe Variable % = x + yi ansgedehnt werden, 
indem man die Werte der Anfangsfunktion uberall in dem durch. ^ x <^ 1 be- 
stimmten Parallelstreifen der ^-Ebene vorschreibt (vgl. Pinclierle (u. Amaldi) 9., 
Kap. X). 
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allgemeine Losung y x der Grleichung (16) dnrcli n leliebige (linear un- 
abliangige) Partikularlosungen y\ yf\ . . . y y x In folgender Form 
darstellen: 

v.-?y? + ?9* + -- + ?v?, 

worin die co willkiirliche periodische Funktionen von x mlt cler 
Periode 1 sind. Aus unseren Auseinandersetzimgen geht noch hervor 7 
da8 die etwaigen Pole einer Losung y x in die penodischen Funk- 
tionen co^ verlegt werden konnen. 
Seispiel x ) : 



es soil diejenige Parfcikularlosung y x bestimmt werden, die im Inter- 
vail (inklnsive) bis 1 (exklusive) gleich. x ist. Es wird 

im IntervaR bis 1 : y,-x, (y, 

1 bis 2 : y v = 1 , 

2 bis 3: y*- x l_i> 

3 bis 4: --_-i. 



1: bis 



Ferner wird 
im Interval! bis 1 : y t = %(x + 1), 

-Ibis -2: y. -(* + !) (* + 2), 



-(*-!) bis -It: y a -a!(a! + l) .. 

Setzt man 

^) = ^ + l)-..(* + 7,0, (& = 0,1,2,...) und || 

so ist 



daher sind in den Punkten 0, 1, 2, ... anch die Tangenten- 
richtungen stetig, Figur 4. gibt em Bild der so entstehenden Kurve, 
die also eine bestimmte Partikularlosung der obigen Differenzen- 
gleichung darstellt. 

Hier ist ubrigens, wenn man die Kenntnis der Gammafunktion 
voranssetzt, auch eine analytische Darstellung der oben bestimmten 

i) Wallenberg, 6., NX. 2. 
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Partikularlosung durch eine Fottriersche Eeilie inoglich: Die allge- 
meine Losung unserer Differenzengleichimg lautet namlich 



die willMirliche periodisclie Funktion co(x} mit der Periode 1 wird 




Fig. i. 



ffir alle x bestiinmt durch die Bedingung y x x fiir <I x < 1 : 

03(0) = x V(x] = V(x + 1) fiir <: ^ < 1 ^ 
also 



cos 



sn 



worm 

2 2 

r c / \ 

a k = 2 I r(u) cos 2/t7tw o-^ ; & A = 2 / f(w) sin 
i i 

ist. Ahnlich zu behandeln ist die Gleichung 

Anfangsbedingung y x = i 1 fiir <I a? < 1 . 



= xy x mit der 



1) Da einerseits o(l) = o(0) == f(l) = 1, andererseits ancli' f(2) = 1 ist 
(vgl. Fig. 3), so findet bei x = 1 /ceiwe IJnterbrecliimg der Stetigkeit statt, sodaB 
G>(#) wirklicla fiir aZ?e a? durch die FounerBche Reihe dargestellt wird. 



Zweites Kapitel. 

Formale Theorien, 1. Toil, 

I. Allgemeine Siitze iitoer Differenzendeterminanten. 

Bevor wir in die formale Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen selber eintreten, d. In. in die Analogien mit den alge- 
braisehen Gleichungen und die entspreclienden weitgelienden Analogien 
mit den linearen Differentialgleichungen, stellen wir einige Satze fiber 
Differenzendeterminanten auf ; die aueh unabhlingig von der Theorie 
der linearen JDifferenzengleichungen Greltung haben. 

In der Theorie der linearen DifferentialgleicKungen spielt eine 
grofie Rolle die sogenannte WronsJcisoh^ Determinante 



</l 

?// 



2/2 



Vn 



Eine "ahnliche Rolle spielt in der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichnngen die Differenzendeterminante 



x ' x > 



welche wir kurz die , } Determinante der n FunMionen 
nennen wollen. Da 



,(*) ,W 



1) y bedeutet nicht die /c te Ableitung von y^ sondern die fc to Funktion 
ein MiBverst*andnis 1st ausgescbloasen , da im folgenden Ableitungen ZTinS<c3ast 
uberhaupt nicht vorkommen. 
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ist, worm die l\ Binomialkoeffizienten bedeuten, so folgt leiclit durcli 
bekannte Detei minantenreduktionen * : 



(n) 



'*+*-! ! 7 
- n - 1 y x + n 1 " */aj 4- n 1 

diese Form wollen wir von jetzt an gewohnlicli festhalten. 

Es sollen nun einige der wiclitigsten Eigenscliaften dieser Deter- 
minante abgeleitet werden. 

A. Der Satz von Casorati 2 ): 

Das identisclie Verschuinden der Determinant D(y^\ y^\ ... ; y { * } \ 
ist die notwendige und lunreieliende Bedingung fur die lineare Abliangiy- 
~keit der von Nidi versclueclenen Funldionen y^\ y^\ ..., y^\ d. li. filr 
das BestcJien einer Relation 



worin <D I? co 2? . . ; CO M periodlsche Funktionen von der Periods 1 sind, 
die niclit samtlicJi verscJwvinden. 9 ) 
Be'iveis: Ist 

1 y, <1) + s yf + - + ,^ > -o, 

so ist auch 



.-i . .-i .-i 

und da CD I; cu 2; . . . 7 co rt nicht samtlicli verscliwinden, so mnB 



sein; die Bedingung ist also notwendig. 

Ist umgekehrt D(y^\ y^\ ... ? y^\ = ; so seien u^\ u^\ ... ; u^ 
die zur letzten Zeile von D gehorigen Unterdeterminanten ; von den en 

1) Siehe z. B Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten (Leipzig 
1881, 5. Aufl), S 19 if ( 3, 7). 

2) Casorati, 1. 

3) Solcbe periodischen Funkfcionen von der Periode 1 spielen in der Theorie 
der Differenzengleicnungen naturgemliB die Rolle von Konstanten und sollen 
daber von nun an zur Abkurzung obne Index x gescbrieben, als ,,Konstanten u 
o) k bezei cbnet und durcb die Anfiihrungsstricbe von wirklicken Konstanten unter- 
schieden werden. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen & 
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voraussetzen darf, daB sie nicht samtlicli verschwinden, da soust 
aus u^ = T)(y^\ y^\ .. , y~~ ) = der folgende Beweis sclion 
die lineare Abhangigkeit der (von Null verscliiedenen) Funktionen 

L wiirde usf. Dann ist 



(1) 



Ferner sind 11^,11,^, . -,11^ + 1 ^^ s au ^ ^ en ^ a ^or ( l) w ~ x di 
zur ersten Zeile Ton D gehorigen Unterdeterminanten, also 

(i \j i i j, i 



(2) 



a: 4- 1 ^x + 1 



+ 



CO _j_. +W W y () 
Aus den Gleielmngen (1) and (2) folgt 

^(2) ,, (SJ) ,,(3) 7/ (3) 



= 0, 



0. 



also 



j(0 
/(') 



(Z;-2,3,...,w), 



worm die ^ ;; Konstanten" sind, die nicht samtlich. yerscliwinden ; 
setzt man noch, y k == , so ergibt sich ans der ersten Gleichung des 
Systems (1) die zu beweisende Relation 



B. Satze Ton Bortolotti 2 ) und Wallenberg. 3 ) 



Es ist 



-f * 



1) Baltzer, Determinant en, S, 13 ( 3, 2). 

2) Bortolotti, 2. 3) Wallenberg, 6., Nr. 1. 



I. Allgemeine Satze iiber DifFerenzendeterminanteru B. 
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Die allgemeine Formal findet man leiclit durch Induktion und be- 
statigt ihre Eichtigkeit dureh den SchluB von 7* auf + 1. Mit Hilfe 
dieser Pormel ergibt sich naeh dem bekannten Satze iiber die Multi- 
plikation zweier Determinanten *) 



y a +i 2Ay t+1 
y x+a 

000 



r 

| ^r 



Ay. 



(1) 



d. h. 



,(') 



-IJv.+,- 

Setzt man hierin y x = / t y, so erhalt man 



Nun ist aber 



setzt man daher D (j/j , y^ ) 
D /"A ^ A y - W A y - W 

3 "-- ; A 



, so wird 



D 



u 



also aus (3) : 

(4) (y. 



r = 



-rVx + r + l 



1) Baltzer, Determinanten, S 53 ( 6, 4). 

2) Baltser, Determinanten, S 15 ( 3, 3). 
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Besondere Falle sind: 



- ^_D(2)(M,i,),Z)( tt , ),.. , !>(,)). 

/ =1 

Dureli Kombmation dieser Grleichungen mit (4) ergibt sich 



JW2/ (j i ,2/ (2 i ) 

JL M. \^ 33 T ? ~ ^ ffl ~r /"/ 
r= I 

So fortfahrend gelangt man scklieBIich zu dem folgenden allgemeinen 
Theorem 1 ): 

Sind dieFunMonen v ( ^ } , v^\ . . ., ^; wj 1 ^ wj 2) ? . . ; w^ gegeben 
und -tst 



SO 



WIr ziehen noct eine andere wicttige Folgerung aus Gleiclumg (;$): 
Setzt man namlicb. 



so erhalt man In derselben Weise: 

n-2 



, _ v/ 2 i) 

r = 



1) Bortolotti, 2. 



I. Allgemeine Satze uber Differenzendeterminanten. C. 
Setzt man weiter 

ygj x 9 ;;; ; 

A ^Y -!/f k ~ l \ (*2,3,. ,-2) ; 
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(-U-0 



', (ft = 2, 3), 



so erhalt man ahnliclie Gleictiungen, aus denen sicli folgende wichtige 
Form el ergibt 1 ): 



von der wir spater (3. Kap. ; I ; GL (6)) noch eine Anwendung machen 
werden. 

O. Adjungierte Funktionensysteme. 

In der Theorie der Determinanten pfiegt man ein Element a { einer 
Determinante a l und die zugehorige Unterdeterminante a. ;; adjungiert" 
oder a t die ;; Adjunkte" zu a z zn nennen. 2 ) 1st nun ein System von 
linear unabhangigen Funktionen y^\ y^\ . . . , y^ gegeben, so werden 
wir in der von Null verschiedenen Determinante dieser Funktionen 



n-l 



+ n - 1 



als , ? Adjungierte" ^ zif ^j;.! nicht die zu y^ +i _ 1 genorige Unter- 
determinante selber, sondern diese, dividiert durch I), bezeichnen ; also 

(, 1 D 



1) Wallenberg, 0, Nr. 1 % 

2) Cauchy, Journ. de 1'Ec. Polytechn. 17, 64 (1815); vgl. Ealtzer, Determ , 

S. 10 ( 2, 5). 
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In der Theorie der Differenzeugleichungen spielen eine wichtige 

Eolle msbesondere die Adjungierten der letzten Zeile ^ (7i'=l,2 ; ... ; w), 
die wir daher kurz die Adjungierten von y x nennen und einfach. 

mit ^ bezeiclmen wollen, 1 ) Es ist also 



:"0 



Wir stellen nun einige Bezielrangen auf, welche zwischen einem 



Funktionensystem y x (&=1 ? 2, . ., w) und dem adjungierten System ^ 
besteken und welcte uns sp'ater von Nutzen sein werden. Zunaclist 
ergibt sich aus elementaren Deterrninantensatzen unmittelbar 

0, wenn k < n 1 ? 

1, wena JG == n 1 . 
(*0 ; l,2,...,w-l) 

Wendet man auf die zweite dieser Grleichungen die Operation 



(8) 



w x-l) 



auf die dritte die Operation D~ 2 ; . 7 auf die n iQ die Operation 

jTj-(w-l) au ^ go QYhSft man 

; wenn It, < n 1 ? 
-w-1. 



(9) 



Daraus folgt, wenn 



(10) 



gesetzt wird ; daB aucb. -D_i (^ ^ a) , . .., ^ } ) von Null verscbieden 
ist ; da in der letzten der Grleichungen (9) rechts 1 stebt ; und es er- 
gibt sich 



1) Die eigentlichen Adjungierten zu den y^ sind nach unserer obigen 
Definition die durch D dividierten Adjunkten der ersten Zeile ^; es besteht 
aber, vie der Anblick der Determinante D lehrt, die einfache Beziehung 
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Die beiden adjungierten Funktionensysteme 



zeigen also ein vollkommen reziprokes Verlialten. Aus den Grlei- 
cliungen (8) folgt allgemeiner durch sukzessive Anwendung der Ope- 
ration Du x =u x+l und der inversen Operation D~ 1 u x =u % _ 1) wenn man 



setzt: 
(12) 



s^ = 0, wenn 0<^#-- 



P 



=, 1 ? wenn a 



Mit Beriicksichtigung dieser Relationen erMlt man durch. Multipli- 
kation nach Zeilen 1 ) 

' il -0 -0 



*> 





"-B+W-1 



-! 



-0 



-0 

-0 
1 



oder 

(is) 



( - i) ( - - 1) 

- - 



Insbesondere folgt fur 7i = die wichtige Relation 
(14) D (, . - ., ) - D., (^ *. W , , 



n(n-l) 



1) Baltzer, Determinanten, S. 54 ( 6, 4). 

2) Bortolotti, 2., B. 
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welclie die Reziprozitat der beiden adjungierten Fnnktionensysteme 
w (/l) und s^ (7j = 1. 2^ . .,n} In ein belles Licbt setzt. 
Beispiel: 



also 



1 .c 



2 

= 01 x 
01 x+l 

\ j OG \OS ~~~~ 1J i 

i - - .> 



(a) II s + l 

^T i -t 
I 1 



-0? 1 

-x+1 1 



2 ~~^ 1 
-0? 10 =-1; 

-x + 1 1 



II. Fundamentalsysteme. 

A. Definitioii eines Pnndaraentalsystems von LosTLngen einer 
homogenen linearen Diiferenzengleicliiing. 

Unter einem Fundamentalsystem YOB Losungen. oder Integralen 
einer homogenen linearen Differenzengleicliimg 

(1) P(y.^y. +n + p ( :- 1} y. +H _ 1 + ..+^^=0 1^ + 0)0 
versteht man n linear unabbangige Partikularlosungen y^\ yf\ ..-,y^\ 



1) Das Zeichen = bedentet ,,ldentisch gleich u , das Zeicben 
scHeden von". 
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d n. solche Losungen, zwischen denen keine homogene lineare Relation 



besteht, worin die ca z ,,Konstanten" 7 d. h. periodische Funktionen von 
der Periode 1 sind ; die nicht samtlich versehwinden. 

Fur ders Pall, daB die Koeffizienten p^ rationale Funktionen 
von x sind, die dann nach den Ausfiihrungen im 1. Kap. ; II ; D als 
ga/nze Funktionen voransgesetzt werden konnen, haben wir die Existenz 
einer Partikularlosung nachgewiesen, und wir werden sofort selien, 
wie wir durch passende Wahl der Anfangsbedingungen stets ein 
solches Fundamentalsystem herstellen konnen, Aus dem Satze von 
Casorati (2. Kap. ? I, A) folgt, daB die Determinante der Losungen eines 
Fnndamentalsy stem s 

m m v: 



(2) 



..(8) 

y* 



"x+n-l 



und nur eines solchen nicht identisch verschwindet, so daft aucJi das 
Niclitverscliwinden dieser Determinante als Definition des Fundamental- 
systemes gelten Jcann. Bestimmen wir nun n Partikularlosungen 

y^\ y ( ^\ . . . y y^ derart ; da8 



)-l, 2/^=0, 



0, 



n l 

(2) 



o, 



ist ; so wird 



y C>-0, fcW- 



100 -- 

o i o o 

1 



o o o 



i 



1 5 



also verschwindet die Determinante (2) sicher nicbt identiscli, d. h. die 
so gewahlten Partikularlosnngen bilden ein Fundamentalsystem. 1 ) 

Man erreicht dies am besten, indem man y^ (r = 1 ; 2 ; . . . ? n) 
nach den im 1. Kap., II ; D ausemandergesetzten Prinzipien auf folgende 



1) Markoff, 1; Pincherle (n. Anialdfy 
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Weise bestimmt 1 ): Es soil im Interval! x = (inkl.) bis x = n (exkl) 



sem ; wo riii 

f(x) =>#(# !) . . . (x 

ist, wakrend % und j3 A dureli die Gleicnungen 



bestimint werdea (die zweite Grleichung bewirkt die Stetigbeit der 
Partikularlosung y^ im Punkte x = n und daher in alien Punkten); 
aus denselben ergibt sicli 



__ __ ^ = __ _^ 

* "" f(n) (w k) f (k) > Pk (n k f (k) ^ f(n] 7 

und diese Bestimmung ist stets moglich, da f(ri)(*=nfy f f(K) und 
n Jc von ISTull verscHeden sind. 

Ist y^ erne Losung der Grleicliung (1) ; so ist auck co^ , worm 

c?! eine ?; Konstante" bedeutet, eine Losung; denn es ist 



Smd ferner i/^ 1 und y^ zwei Losungen der Gleichung (1) ; so ist auch. 
y ( x* + y* 3) e ^ ne Losung; denn es ist 



Daraus folgt, daB ; wenn y^\ y ( *\ . . ., y^ Losungen der Grlei- 
cliung (1) sind, auch 



eine Losung der Gleichung (1) ist ; worin die CO L beliebige periodisehe 
Funktionen von der Periode 1 sind. In der Tat ist 



Ist umgekehrt ^ eine beliebige Losung der Gleichung (1), so ist ? 
wenn die Losungen y^\ y\ . . . ; y^ ein Fundamentalsystem bilden: 



1) Wallenberg, 6 5 Nr. 2. 



II. Punclamentalsysteme 
Denn aus dern Bestehen der Gleichungen 



folgt, da die GroBen p ( \ p ( ^\ ... ; 1 sieher nicht alle gleich Null 
sind, daB die Determinante 



(5) 



+ 1 







() () () 

sein muB ; wahrend nach der Voraussetzung ihre Unterdeterinmante 



(6) 



iar + i 



ist. Daraus ergibt sich aber nach dem Satze YOU Gasorati das Be- 
stelien der Relation. (4). 

Ist im Interval! (inkl.) bis n (exkl.) 



so lassen sich durch diese Anfangsbedmgungen die periodischen Funk- 
tionen G) L fiir ^ ^ < 1 aus den Gleiclmngen 



1)+ -- + G3 M 

wegen (6) berechuen nnd sind dalier als periodisciie Funktionen von 
der Periode 1 fiir alle Werte von x bestimmt. 1 ) 

Die Bedeutnng des Fundamentalsystems liegt darin, da6 jede 
Losung der Grleickung (1) sich. durch die Eleinente desselben linear 
ausdrticken lafit, so daB in dem Ausdruck 

(3) ' y,-o> 1 ^ ) + 1 yf+ --ho.yf, 

falls man den ?? Konstanten" <D L ihre voile Willkurliehkeit lafit^ samt- 



l) W. 
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Mite Losungen der Gleidnrng (1) enthalten sind; der Ausdruck (3) 
heiBt daher die allgememe Lbsung der Gleicliung (1); z. B. 1st co^ 1 ' 
die aUgemeine Losung einer Differenzengleichung erster Ordnnng 

B. Bessielinngen zwisehen zwei FTUidamentalsysteinen. 
Bind u und v (ft = 1, 2, ...,) zwei Fundamentalsysteme von 
Losungen der Gleiehung (1), so 1st nach dein eben Gesagten emerseite 

^) ==vi a) + ^ M f + . + V^' C*- 1 ^^-^)' 

andererseits 

. w -V. w +^- w +- + A,*. W '^- 1 ' 2 ' ->^> 

worin die ^ und /J^ 7 ,Konstanten" bedeuten. Daraus folgfc, daB die 
Determinanteii ^ und | ftj (ft = 1 ; 2, . . ; n) yon Null Yerschieden sind. 

1st nmgekehrt w^ } (ft 1,2,. ., n) em Fundamentalsystem und 
^14.0, so ist aach ^ A) (7c=l ? 2 ; .. ,w) ein Fundamentalsystem. 

Es besteht namlich. der allgemeinere Satz: Ist u* (ft = l,2 ; . .,M) 
ein Fundamentalsystem und sind v, v, . . ., v ( ** (m <, n} lineare 
liomogene Funktionen mit Jconstanten" Eoeffieiewten von irgendwelclicn 
m Elementen tfi\ uf, . . ., u^ derselben, namlich 
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mit der Bedingwig | 4= (>', r == 1, 2, . , w), 
Losimgen v, v ( *\ . . ^ v, w^ /fl+1) , - -, ^ *w& Fundamentalsystem. 1 ) 
Bestilnde namlicli eine Gleichung YOU der Form 



worin die CD I? co 2; . ; & fl ;? Konstanten" bedeuten, die nicht sarntlich 
gleich Null sind, so wurde aus dieser Gleicnung, wenn man fiir die 
v (1 \ . , v (//i) ihre Ausdrticke aus den Gleichungeu (7) einsetzt, eine 
tomogene lineare Beziehung zwischen den Elementen u, . ., u ( ^ 
des gegebenen Fundamentalsy stems folgen; es mtiBten daher alle 
Koeffizienten dieser Beziehung verschwinden, also 

(8) 



1) Ygl. Jj. Schlesinger, Handbuch der Tlieorie der linearen Differential- 
gleich-angen (Texibner, Leipzig 1895), 1 Bd , S 32ff. 
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mid auBerdem o> OT+1 = 0, .. ., 03^== sein; die Grleichnngen (8) konnten 
aber nur dann durch nicht verschwindende Werte der co 1; co 2; .., w m 
befriedigt werden ; wenn gegen die Voraussetzung 

a zr =0 (i,r=l,2, .. , ni) 

ware. Die Bedingung, da6 diese Determinante nicnt verscliwindet, 
ist iibrigens gleichbedeutend damit ? daB zwischen den v^\ . . ., ^ 
keine homogene lineare Beziehung mit ;; konstanten" Koeffizienten 
stattfindei. 

III. Lineare Differenzeiigleicliung mit gegebenem Fundamental- 
system; Darstellung ihrer Koeffizienten durch die Fundamental- 

losungen. x ) 

Die homogene lineare Differenzengleichung 



moge die Fundamentallosungen y^\ yf\ . . ., y^ besitzen ; so daB die 
Determinante 



', 9* + l +,-! 1+0 

(w) (M) () I 

, #* 2^ + 1 * ' " Vae + n-l \ 

ist Dann ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem 
fiir die Koeffizienten p x \ p\ ..,p^~ folgende Ausdriicke 



worin J9 & aus D dadurcn herrorgeht, daB in D die /; + l te Kolonne 
yU +k (t-l,2 ; ...,n) durch - y^ B (i-1,2,. ., ) ersetzt wird, 

Wahlt man ein anderes Fundamentalsystem u^\ (A' = 1 ; 2, ... ? n), 
so ist 

f =%2/f + W + +V?, (S-l,2,...,), 
worin die c^ 7; Konstanten^ bedeuten, so daB auch 

_ 3\^&r+<U/? + r + '--+H&r (*, r- 1, 2, ...,) 

1) Bortolotti, 2.; Heymann, 1. u 2.; Wallenberg, 8. u 0. 
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wird und I cc f I 4= ist. Dalier ist nacli einem bekannten Determi- 
nantensaize 1 ) 



und folgheh 



d. li. die Koeffizienten ^ 0) ? ^ . . . p%~ 1} sind von der Wahl des Fuu- 

danientalsystems itnabhangig. 

Aus (2) ergibt sicli insbesondere ftir Tc = : 



a; + w - 1 



(B) 



worin I) = 



, j) gesetzt 1st, oder 



d. h. rfxe Determinante D (y ( ^\ y\ . . ., y ( ^ gemlgt als FunUion von ./? 
rZer homogenen Imearen Di/feren#engleichung enter Ordmmg 

(3) *.*,-(- iWO 

aus welcher formal 

(4) ^=03(-1)-J7^ )8) 

folgt; die ;; Konstante^ co (4= 0) hangt von der Wahl des Fundamental- 
systems y^\ y^\ . . ., y^ ab. 1st p ( ^ eine rationale Funktion von sr: 



x (set a,/* 

so ist nach dem 1. Kap. ? II, 0: 



1) BaUzer, Determ., S. 49 ( 6, 1) 

2) Heymann, 1. u. 2 V S. 115; wir nennen die Grl. (3) bzw, (4) den H[eymann 
schen Satz", 

a) 1. Kap. II, A. 
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daraus folgt, daB D x (abgesehen Ton deni Faktor x } nur an den 

w singularen" Stellen x = &, Jc (i = 1, 2 ; . . . g; ft =- 0, 1, 2 . . .) ver- 
schwindet. *) 

Als ersie Anwendung des Hei/mannschQn Satzes zeigen wir, wie 
man die zweite Fundamentallosung y^ emer homogenen linearen Diffe- 
renzenglei cluing zwetter Ordnung 



durcli die erste ausdrticken kann: Aus 



folgt nach Division durcli 



also 



Als zweite Anwendung der Relation (3) bzw. (41) geben wir eine 
neue Ableitung des Gaufistihen Multiplikationstheorems fiir die Gamma- 
funktion: 3 ) 

Wir gehen von der Differenzengleiclaung 



aus: dieselbe geht dnrch die Substitution x = n&^ y nz s=u z iiber in 



ihre Losungen haben daher die Gestalt 

. .r 



worin & x eine periodische Funktion von & == mit der Periode 1, 

also eine periodische Fanktion von x mit der Periode n ist. Wir 
erhalten so n Fundament allosungen 



worm die a periodisclie Funktionen von der Periode n bedeuten, 

1) W 2) Wallenberg, 2., S. 56. 

3) Gaufi, 1., Art. 26, Hermann, 2., S. 115 ff! Wallenberg, 6., Nr. 3; die 
sonstige Literatur sieke bei Nielsen, 8.^ S 18. 

4) 1. Kap , II, C. 
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zwischen denen keine lineare E elation mit w konstanten" Koeffizienten 
besteht (z. B a = s*, worm die s % die Wurzeln der Gleichung s n = 1 

smd). Dann 1st 



v,- 

.3, ,4, -j- n. I w* i <^ 

andrerseits ist nacn dem Hcymannsohsn Satze 
also 



worin |3 r eine periodisclie Funktion von der Periode 1 ist. Durch 
Vergleiciiung der beiden Ausdriicke ftir D x folgt, wenn nocb. ^ = nis 
gesetzt wird, mit Riicksicbt darauf ; daB ( ly* 1 - 1 ) 7 * 8 sowie a n9 und /J nj 
periodisclie Funktionen von 8 init der Periode 1 sind: 



worin y x eine periodiscbe Funktion von der Periode 1 ist. Man kann 
nun meld wie bei Differ entialgleicnungen die ;; Konstante" y z dadurch 
bestimmen, daB man in der obigen Relation fiir & irgend einen festen 

Wert, z. B. einsetzt. well dadureh nur y ( ) bestimmt wird: wir 

} n ' A \w/ ' 

miissen vielmehr die Auseinandersetzungen des ersten Kapitels (II, 0) 
zu Rate zienen. 

Wir setzen, urn <y z zu bestimmen, 8 + ^ an Stelle von ^ worin p 
eine ganze Zakl ist ; und dividieren die zuletzt gefandene Relation 
beiderseits durch w^-^jU.)!^ 5 " 1 ; dann erhalten wir, da ^, + a = ^ ist: 



ist naeh der bekannten 



Pormel 1 ) 
, lim p - 0, 



also 



t =I! ,,_ =0i 

* 



1) Stirling, 1., S. 135; vgl. z. B Nielsen, 1., S. 92. 



Ill Lineare Differenzengieickung; Darstellung ihrer Koeffizienten, 
daher wird unsere Gleichung nacli Multiplikation mit n n >" 



49 



Jetzt lassen wir /i unendlicli groB werden und berucksichtigen 
die Grenzbedingung 1 ) 



Danach 1st 



r 
lim 



r 1 FTr 

/ .. i im -- iHT/7 r 
-" 1 ^-(^ov "-r-f^ 

; folglicli, da lira ^ = ist ; 

JU =00 

Il J- 
^;) 2 ^ 2 (von ^ ganz unabhangig), 



und zwar /iVr J 



und daher 



Das ist das Gaufisohe Theorem 5 fur & = - folgt die .Ewfersche 
Relation 2 ) 



71-1 



Unser Beweis benutzt weder den jEWerschen Integralausdruck 
noch den Euler-Gaufischexi Produktausdruek fiir die Gammafunktion 3 ), 
sondern lediglicli ihre Eigensehaft, der linearen Differenzengleichung 
y xJr i=%y x zu genugen, zusammen mit der bereits bei Gau/3 4 ^ impli- 
zite enthaltenen Grenzbedingung von Weierstrafi. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht hervor, da6 die 
Koeffizienten der Differenzengleichung (1) durch die Elemente eines 
beliebigen Fundamentalsystems y^\ y* \ . . . , y^' eindeutig bestimmt 
sind ? falls der Koeffizient von y x+n gleich 1 genommen wird. Nun 
geniigen aber die Funktionen y\ yf\ ...,2/^ offenbar der homogenen 
linearen Differenzengleichung 5 ) 

1) 1. Kap. II, C, G-l. (14). 2) Eider, B. 3) 1. Kap , II, C 

4) Gaufi, 1., Art 22, Gl. [47]. 5) Vgl. 2. Kap., II, A, GU. (5), 

"VVallenbeig. Lineai e Bifferenzengleiclitiiigeii 4 
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= 0, 



von der sie ein Fundarnentalsystem Ton Losungen konstituieren. 
Daher muB P(#J mit D (/_,., y\ .. , y ( x "^ bis auf einen Faktor iiber- 
einstimmen, der sich aus der Vergleichung der Koeffizienten von y x+n 
gleich (-1)"D(^ W , yf , - - ., ^" 5 ) ergibt; es 1st also 



(5) 



und filr die Koeffizienten p^\ p^\ . . ., p 1} ergeben sich. die Aus- 
driicke 



die natiirlich mit den Ausdrficken (2) ubereinstimmen. 

1st Q(y^) = irgend erne liomogene lineare Differenzengleicliung 
n ter Ordnnng ; welche ebenfalls die Losungen y^\ yf\ . . ; y^ besitzt ; 
so nrafi nacli nnseren Auseinandersetzungen identisch 



sein ; wo q x nur YOU x abh.angt. Besitzt daher die Gleiclnmg 
erne von den y^\ y x , . . . ? ^ linear nnabhangige Losung 
folgt aus 



) 



so 



da P(^) 4= ist ; daB g v = sein muB; also: 

D^e Zm^e Sefe ew^r liomogenen linearen Diffcrenzengleiclimy 
n ter Ordnung, ivdclie melir als n linear unaHhawgige Losungen "besitzt, 
ist identisch gleicli Null. 

IT. GemeiBSame Losungen horaogener Hnearer Differenzeu- 
gleichnngoii; Kesultante; 



Die Frage nact. den gemeinschaftlichen Losungen zweier alge- 
braischer Gleicbungen oder nach. den gemeinschaftlichen Integralen 
zweier homogener Hnearer DiJ0ferentialgleicb.ungen findet ihr Analogon 
in der Frage, wann zwei liomogene lineare Differenzengleicbungen 
gemeinsame Losnngen besitzen. 
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Es seien also zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

(1) P(yJ = P(p ie ,y3=py a+m + p?y, +m _ 1 +. -+pj m) y.-0, 

(2) Q(y x ) = Q(q x , JO s 2 <V +K + g<? y x+n _, + + 2 ^= 
vorgelegt, und zwar moge m - n = v I> sein; ferner seien 



je ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichungen (1) bzw. (2). 
Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Gleichungen (1) und (2) eine gemeinsame Losung besitzen ; das iden- 
tische Verschwinden der Determinante 



x-tm + n-l "ae + m+n-1 ix+m + n-1 *x+m + n- 

dem Satze von Casomti ist namlich das Verschwinden dieser 
Determinante die notwendige und hinreichende Bedingung fur das 
Bestehen einer Relation 

/\ -.C 1 ) f I , -,( m ) I Q C 1 ) 1 I ft ( 7 A 

\P) ^iVx i " " " i MJJL y I r 1 ^lx ~t~ * * "i P n ^1% == U ; 

worin die a und /3 ; ,Konstanten" bedeuten. Und da weder aUe a 
noch alle /3 gleich Null sein konnen, weil sonst die y oder ^^ kein 
Fundamentalsystem bilden wiirden, so ist alsdann eine Losung von (1) 
gleich einer solchen von (2). 1 ) 

Die Determinante S ist vollst'andig analog dem in der Algebra 
vorkommenden Produkt samtlicher Differenzen zwischen den Wurzeln 
der einen und der anderen der beiden algebraischen Gleichungen und 
zeigt ebenso evident wie dieses durch ihr Verschwinden das Vorhanden- 
sein gemeinsamer Losungen an. Wie in der Algebra streben wir aber 
auch hier nach einer Bedingung ; die sich nicht in den Losungen, son- 
dern in den Koeffmenten der vorgelegten Gleichungen ausdriickt; 
diese erhalten wir z. B. auf folgende Weise 2 ): Da jede Losung von (2) 
in der Form 

darstellbar ist, so mtissen sich ; wenn die Gleichung (1) durch eine 

1) W. ; Ygl. Heffter, Zur Theorie der Resultanten zweier h. 1. DifFerential- 
gleichungen, Arch, d Math u. Phys. (3) 3, 124131 ^ 

2) Wallenberg, 4., S. 214ff.; vgl. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
lin Differentialgleichungen, Bd, I, 4:2 ff. u. Stephansen, 2. 
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Losung von (2) befriedigt werden soil, die 7? Konstanten" & 

so "bestiminen lassen, daB 



1st; d. h. die n Funktionen P(^ } ) (&1,2,..,,) diirfen nicht linear 
unabhangig sein; die Bedingung dafur ist nach dem Casoratiscfaen 
Satze das identische Verschwinden der Deter minante dieser Funktionen; 
es muB also 



sein. Nun kann man aber, wenn ^ eine Losung der Differenzen- 
gleichung (2) ist, y x+n , ^ +n+ i, - - - mittels dieser Gleichung sukzes- 
siye linear komogen durch ^, ^ +1 , . . ., ^ +B .i ausdrucken, mit 
Koeffizienten ; die sicb aus den gf ; q%\ . . ., g^ n) und ihren sukzessiren 
Werten rational zusamniensetzen; daher ist 



(r-0,1,2,...), 

worin die Funktionen <^ (^ = 0, 1, . .., w 1) sich aus den Koeffi- 
zienten der Grleichungen (1) und (2) und ihren sukzessiven Werten 
rational zusammensetzen. Folglick ist nach dem Multiplikationssatze 
der Deterniinanten 1 ): 



und da als Determinante eines Fundamentalsystems 



fl w 

%+k-l 



ist, so ergibt sich zunachst als notwendige Bedingung fiir die Existenz 
gemeinsamer Losungen der Gleichungen (1) und (2): 

(5) JSs a^|-0 (r,5-0, !,...,-!;. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichendj denn aus E = folgt 
nach (4) 



und Meraus nach dem Satze von Casorati: 



das heifit aber ? die Grleichung (1) wird durch eine Losung der Glei- 
chung (2) befriedigt, Die Determinante E kann daher mit Fug 

1) Baltsser, 1, c. 
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und Recht als Piesultante der Grleichungen (1) und (2) bezeichnet 
werden. 1 ) 

Wir konnen jedoch auf die Differenzengleichungen (1) und (2) 
ancli ein Verfahren anwenden, welches dem EuHidischen. Kettenbruch- 
verfahren zur Aufsuchung des groBten gemeinsamen Tellers zweier 
Zahlen bzw. zweier Polynome analog ist. 2 ) Dieses Verfaliren hat den 
Vorzug, daB es sogleich sdmtliche gemeinsamen Losungeii der Glei- 
chungen (1) und (2) liefert: Zu diesem Zwecke bilden wir zuntlchst 
den Ausdruck 



und bestimmen ^ lo) so ; daB darin der Koeffizient von y x+m verschwmdet 

1 Px ] \ 

es ergibt sicli r x === ^/^")j sodaB dann (6) einen homogenen linearen 



Differenzenausdruck (m l) ter Ordnung darstellt; ebenso kann man 
ferner eine Funktion r^ so bestimmen ; daB 



nur von der m 2 ten Ordnung ist; fahrt man so fort, so ist, wenn 
zur Abktirzung $(^^) = Q-c g^setzt wird ? bei geeigneter Wahl der 
Funktionen r^\ r^ l \ . . ., r^ die linke Seite der Differenzengleichung 
(1) in der Form 

(7) 



darstellbar ; worin Q l (y^) einen liomogenen linearen Differenzenausdruck 
hochstens (n l) ter Ordnung bedeutet ; dessen Koeffizienten sick ebenso 

wie die Funktionen r ( *\ r ( * l \ . . . ; r^ aus den Koeffizienten p, q ( 
und den sukzessiven Werten der q rational zusammensetzen. Setzt 
man noch 



so laBt sich, wenn man Sf als Qperationssymbol auffafit, die Gleichung (7) 
nach Unterdrtickung des Argumentes y x kurz in der Form sehreiben: 

(8) P = U 1 (<2) + <3 1 . 

Aus dieser Gleichung folgt, daB etwa vorhandene gemeinsame Losungen 

1) Der tiefere Grrund fur die Darstellbarkeit der Resultante als rationale 
Funktion der Koeffizienten p^\ q und ihrer sukzessiven Werte wird sich spater 
aus dem Analogon des Appelhchen Satzes (4. Kap , I) ergeben. 

2) Pinclierle, 6, u. 9.; Mansion, 1.; Guldberg, 5. 
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von (1) unc! i2) auch der Gleichung ft(^)=0 genfigen mtissen. 

Bildefc man nun weiter in derselben Weise 



und ist n k die Ordnungszahl des Differenzausdruckes Q k , so ist 



und es muB daher M A spatestens fiir fc == ^ + 1 verschwmden Ist 
^ + i=0 ; n s =$=Q, so ist entweder $, v+1 von der Form q x y x oder ; falls 
^=0 ist, ^ 5+1 identisch gleich Null. Im ersten Palle liaben die Diffe- 
leiizengleichungen (1) und (2) nur die triyiale Losung y x == gemein- 
sain; wir sagen dann: sie liaben Jceine gemeinsame Losung; im letzteren 
Falle dagegen werden die sdmtliclicn gemeinsamen Lbsungen der Glei- 
chungen (1) und (2) durcli die Losungen der Gleichung 



gegeben. Die Koeffizienteu dieser Gleichung setzen sich ; wie aus dem 
Algoritliinus (9) hervorgeht, aus den Koeffizienten der Grleicliungen (1) 
und (2) und deren sukzessiven Werten rational zusammen; sind also 
die letzteren insbesondere rationale Funktionen von x, so gilt dies 
auch. von den Koeffizientea der Gleichung (10). Haben z. B. die 
Gleichungen P(y^) = und Q(y x ) = nur eine (von Null verschiedene) 
Losung 1 ) gemeinsani, so- ist Q s (y^) = eine homogene lineare DiJBfe- 
renzengleichung erster Ordnung; die gemeinsame Losnng kann also 
durch ;; Quadratur" 2 ) gefunclen werden 

T a Zusaimaensetzung homogener linearer DiflFereuzenansdrftcke; 
symbolisclies Prodnkt derseltoen. 3 ) 

Als besonders wichtiger Fall ist der hervorzuheben ; wo alle 
Losungen der Gleichung (2) auch der Gleichung (1) genugen; in 
diesem Falle miissen infolge von (8) s'amtliche (also jedenfalls n linear 
unabhangige) Losungen von (2) auch die Gleichung Q(y^) == be- 
friedigen ? und da diese hochstens von der (n l) ten Ordnung ist ; so 
mtissen nach dem SchluBsatze von Nr. Ill die Koeffizienten von 
identisch verschwinden, d. h. es muB 



1) Losungen, die sich BUT durch eine ,,Konstante a unterscheiden, werden 
dabei nickt als voneinander verscliieden angesehen. 

2) Ygl. 1. Kap. II, C 3) Pmcherle (u. Arnold^, 0. 
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sein. Indem wir die Klammer (and den Index 1) unterdrucken, konnen 
wir diese Gleichung kiirzer sclireilben: 

(11) P-- 



und wir sagen: Der Differenzenausdruck P(?/ a .) ist aus den Differenzen- 
ausdrucken Q(y x ) und R(y^) in dieser bestimmten Reilienfolgc msammen- 
gesetzt; d. h. er gelit aus R(y^) dadurch h error , da6 man dann y x 
durch den Differenzenausdruck $(.%,) ersetzt, oder dadurch, claB man 
auf $(?/) die durch das Symbol R dargestellte Operation austibt. 
Wir haben also den 

Satz: Die linJie Seite einer liomogenen linearen Differenzengleiclwing 
r ) = 0, die darcli alle Lbsungen einer liomogenen linearen Diffe- 
renscngleichung Q(y x ) = befriedifft ivird, lit fit sicli aus Q(y^) und aus 
einem clurcJt P und Q eindeutig 'bestimmten Differenzenausdruck R, 
dessen Ordnung gleich der Different der Ordmings0aMen von P und Q 
ist, gusammensetzen ; die Koeffizienten von II sind rationale Funktionen 
der Koeffizienten pf\ q ( ^ und der sukizessiven Werte der qf\ also ins- 
lesondcre rationale Funktionen von x, wenn die Koeffizienten p und q^ 
rationale Funktionen von x sind. 

Ist umgekehrt ein Differenzenausdruck P aus den beiden Diffe- 
renzenausdriicken Q und It zusammengesetzt, besteat also die Grlei- 
cbung (11), so ist die Ordnungszahl von. P gleich der Summe der 
Ordnungszahlen von Q und J? ; und die Differenzengleichung P (yj = 
wird durch alle Losungen von Q(y go ) = befriedigt. Ferner sieht 
man ohne weiteres ; daB der Koeffizient von y x in P gleich clem 
Produkt der Koeffizienten von y x in Q und E ist: 



und z\var konnen die Koeffizienten q^ und r^ von Null verschieden 
vorausgesetzt werden, falls nicht Q oder E identisch verschwindet, da 
sich sonst Q und JR auf Differenzenausdrucke niedrigerer Ordnung 
reduzieren 1 )- daher ist auch jp^=t=0. Den Ausdruck P = QR nennt 
man das (symbolische) Produkt der Ausdriicke Q und .R; dieser Be- 
griff laBt sich sofort auf mehrere Differenzenausdrucke ausdehnen^ z. B. 

P^TSRQ, 

und auch fiir einen solchen Ausdruck gilt der eben'ausgesprochene 
Satz tiber die Koeffizienten von y x . 

Ftir das symbolische Produkt linearer Differenzenausdrucke gilt 
ferner offenbar das associative und das distributive Gesetz, d. h. es ist 



1) Vgl. 1. Kap., I. 
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(12) 
urnl 
(13) (SS)Q-SQRQ, Q(SR)=QSQR; 

dagegen gilt im allgemeinen nicJit das Jcomwutative Gesetz, d. h. es 1st 
im ailgememen 



Da der Koeffizient von y v in eineni zusammengesetzten Differenzen- 
ansdruck gleiek dem Produkt aus den Koeffizienten von y x m den 
(symboliscken) Faktoren ist ; so erkalt man nach dem oben Gresagten 
durck Zusammensetzung mekrerer nickt identiscli verschwindender 
Differenzenansdriicke wieder einen nictit identiscb. verscliwindenden 
Differenzenausdruck. Wenn also das (symbolisclie) Produld mehrerer 
Differengenausdriickc identiscli Null ist, so mufi einer seiner Faktoren 
identisch gleicli Nidi sein. Wenn z B. 

P-SRQ 

identiscli versckwindet und es sind Q und 8 niclit identisck gleick 
Null, so nraB R identisck gleick Null sein. Aus 

SQ*=RQ oder QS^QR, 
d. k. nack (13) aus 

(S-R)Q = Q oder Q(S-R)^Q 
folgt daker ; wenn Q 4 s ist ; notwendig S = R. 

TI. Ber groBte gemeinsame Toiler 2 ) und das Meinste Tielfache 3 ) 
zweier homogener linearer Bifferenzenausdriicke, 

Wenn zwei komogene lineare Differenzengleickungen 
(1) P(y.)-0 uBd (2) 



gemeinsame Losnngen besitzen, so konnten wir durck das Kettenbruck- 
verfakren einen komogenen linearen Differenzenausdruck T(y x ) ker- 
stellen ; dessen Koeffizienten sick aus den en von (1) und (2) und deren 
sukzessiven Werten rational zusammensetzen und der ? gleick Null ge- 
setztj die sdmtlichen gemeinsanien Losungen von (1) und (2) und nur 
diese liefert (vgl. Nr. IV). Ferner konnen wir ; da alle Losungen von 
= sowokl die Gleick ung (1) als auck die Grleickung (2) be- 



1) Vgl. 6, Kap , IV, C. 

2) Pintiherle, 6. u. 9.; Mansion, 1.; Guldberg, 5.; ,W. 

3) Guldberg, 10,; W. Vgl. Stejjhansen, 2, 
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friedigen, nach den Auseinandersetzungen in NT. V die Differenzen- 
ausdriicke P und Q in der symbolischen Form von Produkten 

(14) P = ET, Q=8T 

schreiben, worin H und S homogene lineare Differenzenausdriicke be- 
deuten, deren Koeffizienten sieh ebenfalls aus denen von P und Q 
und deren sukzessiven Werten rational zusammensetzen, 1st m die 
Ordnungszahl von P ; n die von Q(m^ri) und A die von T (l<^n\ 
so ist E von der Ordnung m 2, und S von der Ordnuog n L Die 
Ordnung 1 von T gibt die Anzahl der linear unabfangigen Losungen 
an, welche die Gleichungen (1) und (2) gemeinsam haben; daher sind 
die Ausdriicke E und S nicht weiter in der symboliscb.en Form 
E == LUj S = MU zerlegbar, woriu U einen boniogenen linearen 
Differenzenausdruck ft tei Ordnung (ji > 0) bedeutet ; da sonst nacb 
(12) aus 

P=(LU)T=>L(UF), Q = (MU)T=M(UT} 

folgen wiirde, daB die Gleiehungen (1) und (2) I + ^ linear unab- 
hangi^e Losungen gemeinsam batten. Wir Tconnen daher den Aus- 
druck T als den grofiten gemeinsamen (symbolischen) Teiler von P 
und Q ~be$ei$men. 

Aber auch der Begriff des Jdeinsten gemeinsamen Vielfaehen findet 
sein Analogon in der Tbeorie der bomogenen linearen Differenzen- 
ausdriicke In der Tat laBt sicb durch rationale Prozesse eine (bis 
auf einen Faktor in x) eindeutig bestimmte bomogene lineare Diffe- 
renzengleichung niedrigster Ordnung berstellen, welcbe sowolil durcb. 
die Losungen von (1) als auch diejenigen von (2) befriedigt wird. 
Es sei 

(15) F(yJ-0 

diese Differenzengleicbung; dann muB nacb. Nr V: 

(16) V=AP = BQ 

sein ; worin aucb A und J5 bomogene lineare Differenzenausdriicke 
bedeuten. Wir nehmen nun zunacbst an, daB die Grleicbungen (1) 
und (2) keine gemeinsamen Losungen, d. b. die Ausdrucke P und Q 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen; dann wird die Gleichung (15) 
jedenfalls durcb die Losungen von (1) und (2): 

C 1 ) ( W C 1 ) ( 7i ) 



befriedigt, und diese sind linear unabliangig, da aus dem Besteben 
einer Relation (3) (Nr. IV) die Gleicbbeit zweier Losungeii von (1) 
und (2) folgen wiirde, entgegen unserer Annabme. Da nun V(y^) = 
die Gleicbung niedrigster Ordnung sein soil, welcbe durcb die Losungen 
von (1) und (2) befriedigt wird, so darf die Gleichung (15) auch 



58 2. Kap. Fonnaie Theorien 1 Teil. 

keine treiteren von den Losungen (17) linear unabliangigen Losungen 
besitzen; diese bilden daher em Fun dam entalsy stem der Grleichimg (15); 
daraus folgt, daB der Differenzenausdruck V(y^) genau YOU der Ord- 
nung m + n 1S ^- 

Wenn dagegen P und Q den groJBten gemeinsamen Teller T von 
der Ordnung I besitzen ; also nach (14) 



lst ; so haben die Ausdriicke H von der Ordnung m I und S von 
der Ordnung n A keinen gemeinsamen Teiler melir; ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache 



ist daher nach dem Vorangehenden von der Ordnung m A + n A 
== m + n 2/1. 

Wir ~beliawpten nun, daft V = UT das Ideinste Vielfaclie der Aus- 
drilcke P und, Q ist; in der Tat ist nach (12): 



ferner ist F von der Ordnung (m + n 2 A) + Jl = m + n A, und 
daB F nicht von kleinerer Ordnung sein kann ; wird almlich wie oben 
bewiesen. 

Wenn also zwei Jiomogerie linear e Differenztenausdriicke von der 
Ordnung m Izw. n Jceinen gemeinsamen Teiler hesiteen, so ist ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfaclie von der Ordnung m + n; Itesitzen sie dagegen 
den grofiten gemeinsamen Teiler von der Ordnung 1, so ist ihr Ideinstes 
Vielfaclie von der Ordnung m + n I. 

Wir scbreiten nun zur wirkliclien Herstellung des kleinsten Viel- 
fachen der beiden Differenzenausdrticke P und Q, die wir nach den 
vortergehenden Auseinandersetzungen obne gemeinsamen Teiler voraus- 
setzen dttrfen, da die Abtrennung eines solchen etwaigen. Teilers nach 
dem Kettenbruchverfahren durch rationale Prozesse geschehen kann. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Relation 



(16) F= AP = BQ, 

woria die zu suchenden Differenzenausdriicke A und J5 von der Ord- 
nung n bzw. m sind: 



+ . w y. + ., (, *? + oj, 

^ + *?y, +m , (^ &+<>). 

Wenn wir uns auch P und Q nach aufsteigenden sukzessiven Werten 
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von y x geordnet denken, so ist: 



Durcli Vergleichung der Koeffizienten von y x , 
erhalten wir das Gleichungssystern : 



(18) 



, 



, ( J ) W 



',(0) 



Dies sind w+^+1 homogene lineare Gleichungen fiir die m -\-n-\- 2 
Unbekannten af, . ., a ( *\ 6J 0) ? . . ., ~b ( \ deren Verhaltnisse sich 
hierans snkzessive berechnen lassen; dieselben sind rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten p x , q x nnd ihrer sukzessiven Werte 

Aus dem Gleichungssystem (18) ergibt sich. noch eine neue Form 
der Bedingung fiir die Existenz gemeinsainer Losungen der Gleichungen 
(1) und (2) ; d. h. fur die Existenz eines gemeinsamen Teilers der Aus- 
driicke P und Q, dieselbe ist namlich, wie wir gesehen haben, gleich- 
bedeutend damit, daB die Ordnungszahl des kleinsten gemeinsamen 
Vielfachen kleiner als m + n wird. Ist aber a^ = und daher 
wegen q^ =J= auch b^ = ; so stellt das System (18) m + n homo- 
gene lineare Gleichungen fur die m-\-n Unbekannten a j ? . . . ; a^ , 
l)^\ . . ., 6J'^ dar, die nicht samtlich verschwinden durfen, da sonst V 
identisch Null ware. Es nauB also die Determinante 







p 



-* 



.. 
. 







.. 
.. 



= 



,o o o. !/>_! o o o..a.Vi| 

sein; dies ist die gesuchte Bedingung 7 die natiirlich mit R Q (Nr. IY 7 
GL (5)) tibereinstimmen muB 
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2 Kap Formale Theorien. 1. Teil 
1. Beispiel (W.). 



Es sei ri x erne Losung von Q(y x } = 0: 



__ 

(5) 



flf 

Die Resnltante J2 = I a r I besteht liier ans dem einzigen Grliede 
a , es ist also: 

-^ l 



Die Bedingung fur eine gemeinsaine Losung ist R = ; oder ? da 



Zweite Form der Sedingung: Das kleinste Vielfache von P und 
sei V=AP=*BQ, worin 



Durcli Vergleichnng "der Koeffizienten von y x7 y x+1 , 
gibt sich: 



ei *- 
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Aus diesem Grleickangssystem lassen sich die vier Verhaltnisse 
#(o) & (i) 5(2) a (i) 
~16) > "To) ? ~lo)? ~^) bereclinen; die Bedingung fur eine gemeinsame 

Losung war a^ = &^ 0) = ; d. L 



also 



P 






-, 



oder ausgerecknet: 



=0 

U * 



Diese Bedingung stimmt in der Tat mit der oben gefundenen tiberein. 
Wir konnen ohne Besctrankung der AUgemeinheit #r 0) = qf = 1 
voraussetzen; dann lautet die Bedingung fur eine gemeinsame Losung 
der beiden Differenzengleielmngen 

= - < } = 0: 



In der Tat wird ; wenn 

*\Ux) == 2/a? + 2 

ist: 
wo 



2. Beispiel 



Losung von 



- : 



1) Ygl. Ste/phcmsen, 2. 
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2 Kap. Forrnale Tlieoiien, 1. Tell. 



Die Resultante ist liier also 



E 



(1) 

c + 1 



und li = die Bedingung fiir eine gemeinsame Losung. 

Das kleinste Vielfache YOU P und Q sei wieder V= AP == I>Q 7 
worin 



Durch Vergleichimg der Koeffizienten von y a , y^+i, 2/^+2^ 2k +37 
2/^+4 ^halt man fiinf homogene lineare Gleichungen fur die sechs 
GxoBen af\ a^\ af\ lf\ b^\ I, deren Verhaltnisse daraus be- 
rechnet werden konnen. Die Bedingung fiir eine gemeinsanie Losung 



ist wieder a (0) = 



? also: 



woraus 



1 p^ 1 $, 

0101 



* > 
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folgt; dnrcli Subtraktion der dritten von der ersten, der yierten yon 
der zweiten Kolonne ergibt sick: 



|4f fff 

; k ] * a" w 4 w 



I 
I 



1 





, 











Pi. 



'x+1 ' 



Drittes Kapitel. 

Formale Iheorien. 2 Teil. 

I. Keduktion der Orctmmg einer homogenen linearen MffereiizeB- 
gleichung bel Keimtnis einiger partikularer Losnngen. *) 

Es sei eine homogene lineare Differenzengleiclmng 
(1) P(jO =p?>y, +pf ] y^ +l +py a+t + 

+ ^" l) ^ + ,_i + y. + n = 0, CP (0) =HO), 

vorgelegt und eine von Null verschiedene Partikularlosung derselben ; 
y = r\^\ bekannt. Nun ist ; wenn man die Formel 2 ) 



beriicksiclitigt : 



oder 

(2) 
worin 



(7c = 1, 2, . . ., n) 

ist. Setzt man daher in (1) y x = ^ g a > so resultiert, da 
1st, fiir g x die Gleichung: 



A"*, = , 



1) Tardy, 1.; Guldberg, 1., 3., 11.; TFfflZZew&-& 0., Nr. 1. 
2 )Y g l.,Ka P ,I. 
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oder, wenn man A^ = %, d. h. # A J^X. setzt und die Formel 



berficksichtigt, fur u x die hoinogene line are Differenzengleicliung 
(n l) ter Ordnung: 

(4) (tg s afw. + g^ Wl + - + ff^tW,.! - . 
Darin ist 

ar"-^ (+0-. 

und 

- ^ + Pa - ' + (- IV" 1 ^ 



Der Koeffizient von P^^^l v (v= 1, 2, . ., w) in ^ 0) ist 
da 

c 

ist; also 



und daher auck q^ -4 s 0. 

Bedeutet nun ??^ eine yon Null verschiedene Partikularlosnng 
der Gleichung (4) ; so ist 



(i) X7 (2) 

79 
IB 



eine zweite Losung der vorgelegten Gleiehung (1), und ist umgeketrt 
y^ eine zweite Losung von (1) ; so ist 



eine Losung von (4). Setzen wir in (4) 



so ergilbt sich in derselben Weise far y x eine liomogene lineare Diffe- 
renzengleicliung (n 2) ter Ordnung: 



0. 



1) 1. Kap , I 2) TFaZZe&er0, 0., Nr. 1. 

Wallenberg. Lineare Differ euzengleichungen. 
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Ist ferner ?;^ eine Partikularlosung der Grleichang (5) ; so ist 

von (4) und 



c\\ 
eine dritte Losung yon (1); und ist umgekehrt y^ } eine dritte Losung 

von (1) ; so ist 






eine Losung von (5). Fahrt man so fort ; so gelangt man schliefilich 
zu einer Differenzengleickung erster Ordnung 

^^ + ^ + 1 = 0; 
deren Losungen die Form 



haben 1 ); ist ^ eine solche (von Null verschiedene) Losung ; so ist 



() (1) 'V 7 (2) ^7 (< j ) X^ () 

^ J - <>} 

~~ 1* 



eine n i& Partikularlosung von (1). Die so gewonnenen n Losungen 
y^ 1= ri^\ yf\ y^\ . . ., y^ lilden ein Fundamentalsystem der Diffe- 
(1). Denn oestiinde zwischen denselben eine Relation 



+ - - + . , W - 

mit ;; konstanten^ c Koeffizienten ; so wtirde nach Division durch 
folgen : 



nnd wenn wir diese Gleichung ?; diflferentiieren" 2 ): 

(2) , (2) XTJ (3) , , (2) X? (3) "^1 (w) A 

" " 



nach Division durch ^ und abermalige ^Differentiation" ergibt sich 

(3) , . (J) ^1 (4) XH (/) A 

- 



1) Ygl. 1. Kap., II, C. 

2) D. h. wir bilden, wenn die Grleichung ^=0 lautet, A (r x ^= Gr x +i' ^x=^^ 
dabei ist zu beachten, daB die Symbole A und 2 inveise Operationen darstellen, 
welche, nacliemander angewendet, sich anfheben (vgl. 1. Kap.^ II, B). 
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Fahrt man so fort, so erbalt man sehlieBlicb 

<rf = 0, 

also, da ^ 4= ist, n == ^? Mglieb ergibt sicb aus der vorber- 
gebenden Gleichung 



daB an eh. o> w _ 1 = ; tmd ebenso weiter, dafi c? rt _ 2 = ; . ., o3 s = 0, 
^ = sein miiBten Die Losungen y ( *\ yf\ . . , y ( ^ bilden also ein 
I\mdamentalsystem von (I). 1 ) 

Zwischen den Determinanten der Fundamentally steme der so er- 
haltenen sukzessiven Differ enzenglelchungen P = 0, Q = 0, S = 0, . . . 
besteht eine bemerkenswerte Beziehung: Wir batten gefunden, daB in 
der Differ enzengleichung (4) 



(w-l) (1) (0) (0) (1) 

j\ > = r \ q^ * = ^7? 

-x la, + ? *# -^a; 'a; 



1st; daber ist ; wenn die Determinante der Fundamental 16 sungen von (4) 
mit AJ bezeicnnet wird ? nacb dem Heymannschen Satze 2 ): 



__ __ 

A (D V - ^ri)- ~ "aT~ 

x ^o: ''a; -f- n 



und in Gleicbung (1) nacb demselben Satze: 



durcb Vergleicbung der beiden daraus entspringenden Werte fiir 
ergibt sicb 

D w ( V 



in derselben Weise folgt 



, Af ' Af > Af ' ' ' ' A("- 

also ist 



nnd daber 
(6) D. = ! 



r=0 r=0 



1) Gfaldberg, 3. 2) 2. Kap., HI, GL (3) 8) Wallenberg, 6., Nr. 1 

5* 



gg 3 Kap. Formale Theorien. 2 TeiL 

Ganz analog heweist man die allgememere Eelation: 



r = 7=0 r=0 

darin bedeuten CD und CD' ,,Konstanten". Ein zweiter Beweis fur diese 
Bezietungen ergibt sicli unmittelbar aus der im 2. Kapitel, I, B auf- 
gestellten Determinantenrelation (6), da die dort auftretenden GroBen 
ytti) Q-Bfenbar m it den ^ (ft = 1,2,. .,ri) identisch sind. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen gelit nocli folgendes 
hervor: Wenn die Differenzengleichung (4), deren Koeffizlenten, rationale 
Funktionen yon p , *, . . , f ^\ j>, y s , . - ., yf + u sind, die Fun- 
damentallosimgen yf l \- , ^ 2/ '~ l) besitzt, so bilden die Funktionen 



ein Fundamentalsystem yon (1); denn aus einer Relation 

u ) +^2<i+ + ^2^= 

wurde nach Division durch y^ und ^Differentiation" folgen: 



was der Voraussetzuug widerspricht. Kennt man also eme Losung 
der Gleichung (1) ; so erlialt man die iibrigen durei. Auflosung einer 
homogen linearen Differenzengleichung (n l) ter Ordnung und n 1 
einfache Summationen. 

Kennt man zwei linear unabliangige Losungen der Gleichung (1), 

(2) 

y^und y\ so ist ^ 2) ==A-~reine yon Null verschiedene Losung der 

Jx 

Gleichung (4), sodaB diese anf die Differenzengleichung (n 2) ter Ord- 
nung (5) reduziert werden kann, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen von # ff . . ., q ^\ ,, , ., ^_ d. L rationale 

Funktionen von j,, pW,...,^-^ ^ ? . . ., ^ yf,.., ^ + . 
siud. Besitzt dieselbe die Fundamentallosungen ^ , . . ., vjf nm ~^ , so 
bilden die Funktionen 



x ~~ (1) 

y 

ein Fundamentalsystem yon (1)5 denn aus einer Relation 
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wiirde nach Division durch y x und Ansiibimg der Operation A, darauf- 

y 
folgen der Division durch ^!f = A-4r lin ^ -nocimaliger ^Differentiation" 

y* 

folgen: 



was der Voraussetzung widersprieht. Kennt man also zwei Losungen 
der Gleichnng (1) ; so ernalt man die tibrigen durch Auflosung einer 
homogenen linearen Differenzengleichung (n 2) ter Ordnung und n 2 
zweifache Summation en. So weiter schlieBend eihalt man folgenden Satz: 1 ) 
Kennt man fc linear unctbJidngige Losungen y x , yj\ . . ., y^ einer liomo- 
genen linearenDifferengengleichung (1), so erJiaHmandw ubriyen n JtEle- 
mente eines Fimdcunenfalsy^ems von (1) durch Auflosung einer homogenen 
Imecu enDifferengengleichung (nk) tei Ordnung^ der en Koef fig ientcn rationale 
FunUionemon P *> , P ^\.. , -, y, ..., j, ; y +1 , . ., y^... . 

2/1+ ;; 2/I*+w s?^c? ; *M&d dfw>Y'A w fc k-faclie Swnmattonen. Kennt 
man insbesondere n 1 linear umWiangige Losungen, so erJtcilt man 
die n to Losung des FundamentalsysteMs durch eine Quadratur und erne 
(n i) -faclie Summation. 

1. Beispiel (W.) 
Die Differenzengleichung zweiter Ordmmg 



mit der Partikularlosung I Y\ X geht durch die Substitution 
fiber in 



aus dieser ergibt sich 



also 



'x-f 1 

in "Ubereinstimmung mit eineni friilieren Resultat. 2 ) Der Ausdruck 
ftir y x stellt librigens die allgemeine Losung von P(y^) = dar, cla die 



Summe noch eine willkurliehe ;; Kon,stante a enthalt, 



1) W. 2) 2. Kap., Ill, 1. Anwendung 
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2. Seispiel (W.) 
Die Differenzengleichung dritter Ordnung 



mit der Partikularlosung y^ = t]^ geht durch die Substitution 
ii> x uber in die Gleichung zweiter Ordnung 



1st 77 eine Losung von Q(u^) 0, so ist j/^' == eine 

zweite Losung von P(?/ 7 .) = 0, und umgekehrt ist 



w ,, -/-/ 

(2) __ A yxc _ 2/a y a; + 1 *x ^x + 1 



Durch die Substitution %= y , v ^t Qti> tiber in die 
Gleicnung erster Ordnung 



oder in 



X y(l) yj2) _ ^2) ^ y(l) y (1) ^ "X 

Die Losung 7j J 3) von H (v^) = lautet 



_ A 

V U 



und dalier die dritte linear unabhangige Losung von 



worm fur ^j 2 ' 1 und ^ die oben angegebenen Ausdriicke durch 
und deren sukzessive Werte einzusetzen sind. 
Fur D x =D(y, yf\ yf) ergibt sich noch 



also 



II Yielfache Losungen. 

II. Tielfache Losungen. 1 ) 

Wenn 

(1) PCy*;) = P x Vx^ PX i/v + l + * ' ~k"Px Vx + n-l ~^ Vv+n 

gesetzt wird, so war nacb Nr. I dieses Kapitels: 

(2) 
worin 



(*=1 
1st; insbesondere ist 

^-i(sO =P ( r** *+-i + 

Setzt man in (2) A =( | und berticksichtigfc die Formel 2 ): 

^O-UO- * * -(, 

A* ( j = 0, wenn 
so erhalt man 

(4) P(O a )-(;) PdfJ + (,* 

(r-0,1, ...,-]); 
insbesondere ergibt sich 



Aus diesen Q-leicliungen kann man sukzessiye P 1 (t/ ar ) ; P 
durcb P(y x \ P^yJ, ^ > ((^) y J ? - - -? ausdrticken; z. B. ist 



sodaB Pi(y%) uait der von Pincherle^) so genannten ,,funktionaIeD 
Ableitung^ von P(y x ) tibereinstimmt. Allgemeiner bestebt zwischen 
zwei aufeinander folgenden ;; Ableitungen" P i (y a .) die Rekursionsformel 



(5) J 

wie man leicbt verifiziert. 4 ) 



1) GuMberg, 1., 3., 11.; W. 

2) Siehe z B. Seliwanoff, 2., S. 3 

8) Math. Ann. 4:0, 378 (1897) 4) W. 
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1st nun fur y^ = ^ x (=(= 0) 

P( >,,) = 0, P, (i h ) = 0, . . , P^CO = (A < ), 
so folgt aus den Gleichungen (4) flir r = 1, 2, . , . 1 1 sukzessive: 

P(^J =0, -P ((JH) = 0, . . . , P (( a ^ ,) i? t ) - (und umgekehrt) ; 

d. h. die Gleichung P(y x ) = besitzt die Losungen 



ocler ancL. 9 dnrch geeignete homogene lineare Verbindungen derselben 
mit konstanten Koeffizienten ; die Losungen 



dieselben sind linear unabliangig, da eine nomogene lineare Relation 

+ ' ' ' + &lX*- 1 Yl*= 



mit ;; konstanten" Koeffizienten 



wegen ri x =^ 

3 ^ 2 + + G3 ; " 1 == 



fiir jeden Wert von #, z. B. fur rc ; ^ + 1, a? + 2 ; . ; also 

(^=0, C0 2 =0 ; ..., Q/^0 

nach sich zieht, 

Erne solche Losung TJ X heiBt eine k~faclie Losing der Gleicliung 
P(y^) = 0; sie reprasentiert A yerscMedene Losungen ; da die Punk- 
tionen (6) wegen ihrer linearen Unabnangigkeit als I Elemente zu 
dem Aufban eines Fundamentalsystems von (1) benntzt werden 
konnen. x ) 

Setzt man in der identischeii Gleichung (5) % v ~ l y x an Stelle 
von y x , so erhalt man: 

AC^-^J -y [Pi-i^'yJ - (ar + * - 1) P^x^y^, 



folgt daher sukzessive: 



Das heiBt: JSme (p + l)-/iw?Afi Losung von P A _ 
q-facke Losung von P k (y^) == 0. 1st z. B. ij x eine 1-faehe Losung von 
0, so ist sie (A l)-fache Losung von P^J -= 0, (A 2)-facne 

1) Ygl 2. Kap., II, B. 
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Losung von -P 2 (j/J = 0, . . ., 2-faclie L5sung von P^-^(y x } = und 
endlich 1-fache Losung von P;_i(^) == 0. 

Besitzt die Gleichung P(j/J = eine und nur erne A-faehe Losung 
j] %7 so besitzt nach obigem die Gleichung P (y r ) = dieselbe Losung 
(A l)-fach ; d. h. die Gleichung P(yJ = besitzt die Losungen 



und die Gleichung P 1 (y l } = Q die Losungen 

%> xy*, f ^n^ , &~*ns, 

beide haben also die gemeinsamen Losungen 

(7) ^, x^, x*^, . ., ;r ; -\ r 

und feme anderen gememschaftliehen Losungen. 1st daher T der 
groBte gemeinsaine (symbolische) Teiler 1 ) von P und P 1; so besitzt 
die homogene lineare Differenzengleichung T(y^} = nur die Losungen 
(7), ist also eine Gleichung (I l) ter Ordnung: 



deren Koeffizienten nach Friiherem rationale Funktionen von 

und deren sukzessiven Werten sind. Die ; ,abgeleiteten" Differenzen- 
gleichungen 

T (y \ == T.jfy ) ... T ? (y ) = 

besitzen samtlich die Losung ^; insbesondere ist 

also ^ eine Losung der Differenzengleichung erster Ordnung 

aus welcher sich 



ergibt 2 ). Ist aber ^ bekannt, so kennen wir auch die I linear un- 
abhangigen Losungen 

n*> v^x, -> xl ~ l n x 

der Gleichung P(y x ) = und konnen daher nach Nr. I dieses Ka- 
pitels diese Gleichung auf eine solche (n ty** Ordnung reduzieren. 



1) 2 Kap , VI. 2) Vgl. 1. Kap., I u. II, C 
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Wir haben also den Satz 1 ): "Besitzt eine Iwmogene Uneare Diff'e- 
renzengleicliung n tcr Ordnung eine und nur eine 1-fache Lbsung, so kann 
man diese dwell einfac/te Quadratic finden; diese Diff'erenzenc/leicJmnc/ 
la jit sicli alsdann wn Hirer meJirfacJien L^s^mg befreien und auf eine 
homogene Uneare Differenzengleicliung (n iy er Ordnung redimeren 



III. Zeiiegung eines liomogenen. Imearen Dlffereiizenansdrnckes 
In lioinogene lineare Blffereiizenausdriicke erster Ordnung. 2 ) 

Setzt man 



worm r\ rfc \ . . ., ^ die in Nr. I dieses Kapitels definierten Funk- 
tionen sind, so lassen sick die Losungen der Gleickung P(y x ) = in 
folgender Form darstellen: 

/(s) 



-"- 

(!) 

A ~r i 



_ 
, ,0-D 



Ferner war nach Nr. I dieses Kapitels, Gl. (6) u. (7): 



also bei geeigneter Normierung der Losungen y\ . . ., y^\ die ja mit 
einer beliebigen ?; Konstanten" multipliziert werden komien: 



Jedes tr geniigt einer homogenen linearen Differenzengleichung erster 
Ordnung 



1) Guldberg, 5., S. 911. 

2) Pincherle, 6. u. 9., 286290; Bortolotti, B.; W. 
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Die Differenzengleichung P(y^) = wird durch die einzige Losung 
4 der Differenzengleichung 



befnedigt 1 ); daher 1st nach dem 2. Kap, ; Y: 

P = B X A, 

worin S l einen homogenen linearen Differenzenausdruck (n l) ter Ord- 

nung bedeutet. Da ^(yj nur fiir y* = ^ (= ^ 1} ) verscliwindet., 
so ist 

A(^)+0, (ft -2, 3,.. ,); 
uncl da 



ist ? so besitzt die homogene lineare Differenzengleichung j^Q/J^ 
die ^ 1 von Null verschiedenen Losungen A l 
d. h. die Losungen 



2 '"' 

- ' ' 



oder nach Nr. I dieses JTapitels: 



. , . , ^' ' ' ^ ; ^ ' 

Dalier folgt in derselben Weise wie oben 



worin J5 2 ein homogeuer linearer Differenzenausdruck (n 2) ter Ord- 
nung ist ; und die Gleichung J3 2 (yJ = besitzt die n 2 von Null 
verschiedenen Losungen 

<) M ^V-^ . . M (3) y u * } y ^ 

, M , 2/ f ,w +1 ' ' w x Z tt w +l 2 (- + -D 

Wir haben also 



fahrt man so fort, so erh*alt man schlieBlich 

(2) P = A n A n _ l ...A,A 1 , 

da wegen p^ = 1 auch S n 1 sein muB. Hiermit ist der liomogene 



1) Losungen, die sicli nnr dureh. eine ,,Konstante u untersclieiden, werden 
nicht als voneinander verschieden angesehen; die triviale Losunsr y x = Q wird 
stets auJBer acht gelassen 
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lineare Differenzenausdrurt n to Qrdnuny in n Jwmogene lineare Diffe- 
reHgenausdnicJce ersier Ordnimg serlegt. Ausfiiliiiiclier lautet die Zer- 
legungf: 

.,(-!) (3) (1) 

/ON T>/ \ (M) A a? + 1 A j: + 1 A a? + 1 A ^ 1\ 

(3) POO = < | ! A - r A - A -pj- A - , i) 



oder 
(3a) 

M ie + l "a ^r 

oder endlich mit Riicksiclit auf (1) 



Diese Zerlegung ergibt sicli aucb. als Polge der im 2. Kap., I ; B> 
aufgestellten allgemeinen Determinantenrelation (5). 2 ) Aus clerselben. 
erhalt man namlich insbesondere : 



-^V^+l' '' 2/arfl 

oder, cla 



ist: 



A 



Daraus folt fiir /; 






u w / i 

l i 3/a;+ 1 ^ ^ ^a;+y A _ V^ 1 ^ ' ' ' " ' #a? 

""" " 



oder 






durch sukzessive Anwendung der Rekursionsformel (6) ergibt sicb. 
aber mit Rucksicbt auf Q-l. (5) des 2. Kap. ; III die Zerlegung (4). 

1) W. 

2) Bortolotti, 3. (Die Arbeit enthalt einen Fehler, der hier richtiggestellt ist.) 
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Hat man einnial die Moglickkeit der Zeiiegung eines komogenen 
Linearen Differenzenausdruckes n iex Ordnung P(y r ) in solclie erster 
Ordnung A k (y^) eingesehen: 



vron 



ist ; so kann man die U K auck auf folgende Weise selir einfaek durck 
las Fundamentalsystem y^\ ..., y^ ausdrticken 1 ): Es sei 



and die Indizes der Fundamentalintegrale seien so gewaklt, claB die 
Grleichung P L (y x ) = die Losungen y ( ^\ yf\ . . ., y^ besitzt. Der 
Eoeffizient von y x+l in P k ist 1, der Koeffizient von y x gleich 
dem Prodnkt ( ly-c^c^...^ 3 ); daher ergibt sick aus dem Heymann- 
scken Satze 3 ): 



_ 

. . . cc 



in derselben Weise ergibt sick durck Betracktung von P k _ 1 : 

1 2*'* & 1 j-*(k I) 1 

x 

folglick ist 



in tTbereinstimmung uait den oben gefundenen Resultaten, da 

*x + l 

X 

1st 

Beispiel: Die linke Seite der Differenzengleickung zweiter Ordnung 



tnit den Fundamentallosungen y^\ y lafit folgende Zerlegung in 
bomogene lineare Differenzenausdriicke erster Ordnung zu: 



D (2) 

.?ti A Ilf 

_n CD D (2) 7) (0) w (i) 

^ -^ / 



1) Pincherle (u. Amaldi), 9., Kap. X, 290. 

2) Ygl. 2. Kap , V. 3) 2. Kap., Ill, Gl. (3). 
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oder ausfuhrlicher: 



17. Multiplikatoren. A^jnnglerte BiflFerenzengleichung. r ) 

Unter dem Multiplihttor einer nomogenen linearen Differenzen- 
gleicliuBg 

(1) 



versteht man eme Funktion M x derart, daB das Produkt M x P(y x ) 
eine vollstandige Differenz wird: 



Die Existenz solcher Multiplikatoren ergibt sich schon z. B. aus der 
Zerlegungsformel (3) bzw. (4) der vorigen Nr. Ill; denn ans dieser 
gett unmittelbar liervor ; daB 



ein Multiplikator yon P(yJ ist. AJlgemeiner folgt aus GL (5) der 
vorigen Nr. Ill xnit Rticksicht auf 61 (7) des 2. Kap., I, C nnd GL (5) 
des 2. Kap., Ill, weim man noch 



setzt : 



die adjungierten u FunMonen ^ t sm^ a?s^) Multiplikatoren von (1). 
Wir wollen dieses Eesultat nodi auf eine andere elementare Weise 
ableiten, die uns zugleicL einen tieferen Einblick in die Natur der 
Multiplikatoren gestatten wird 4 ): Ist j/^, j/f , . . ., y ein Funda- 
mentalsystem von Losungen der Grleichung (1) ; y x ihre aflgemeine 
Losung, so besteht das Gleicliungssystem 

-''+ ro i.^ (fc-0, 1,2,.. .,-!), 



1) Pinclierle, 2. n. 9., Kap. X, 298306; Bortolotti, 2. u. 3.; TToZZew- 
2. u. B. 

2) Die neue Indexbezeichnung der Koeffizienten ist fur das Folgende ror- 
teilhafter 

3) Eortolotti; 2, 4) Wallenberg, 2. 
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worin die co 2 ?? Konstanten" sind. Lost man diese Gieiclmngen nach 
den ?? Konstanten a D a auf, so erhalt man: 

/a\ ro \^ x ' ' ' y* ' ^ 

W c % ~~ " ~~~^T. 7m ~77s) 



worin wie fruher (2. Kap ; I, C) 



mid 



ist; wegen der linearen Ilnabhangigkeit der Losungen y^\ y^\ . . , y ( ^ 
ist D 4= 0. 

Jede der Gleichungen (3) stellt eine ; ,erste Losung" von (1) dar ; 
d. h. die Ansdriicke Qi(y x ) nehmen fur jede Losung von (1) einen 
^konstanten" Wert an; msbesondere ist ; wie man sofort aus (3) 
ersieht : 



Daher muB die Differenz Aft(fc) =- Q k (y x ^ &(VJ f ^ jede 
Losung von (1) versch.winden ; also nacli dem 2. Kap. ? III mit P(y x ) 
bis auf einen Faktor tibereinstimtnen, der sicb. durcb Vergleicbung 
der Koeffizienten von y x+n in A^(^) mid P(yJ gleich^^^ (^ 
ergibt, 

Folglicb ist for jedes y x : 



oder ausfiibrlicber: 
(4a) 



(4-1, 2,. ..,). 
Hieraus erkennt man in der Tat ; daB die Funktionen 



WO 



ist, Multiplikatoren von (1) sind- die lineare Unabbangigkeit dieser 
. ; adjungierten" Funktionen ist bereits im 2 Kap. ? I, C bewiesen worclen. 



80 
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Durch. Vergleichung der Koeffizienten von y r , 
auf belden Seiten von (4 a) erhalt man 
^(i^) () (*) 



V x +n-i 



(5) 



__ 
" 



,( ; 



. 
is + 1 



; + 1 



(I) 



-x *x + 1 ? 

(1) (A) 



Daraus ergibt sicli fur die #[ (^ = 1 ? 2 ; . . ? n) die zu (1) 7J a 
jungierte Diff'erenzengleicfiung" : 

(6) p(^)^ 



Die anderen ^ A) sind ; wie ebenfalls aus (5) hervorgeht, nut den 
durch die Gleichungen 



= a^ J_ A/ 1 ) ^ _L 

*j: - A ~I~ -2 a; - * *t - * + 1 " 

^ = 1,2, ., 1 



W 



verbunden; man sagt: ;; Die Funktionen 8^ %) gehoren mit den Funk- 
tionen 8^ zur^ selben Art, und ebenso die honiogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen, denen sie gentigen/* 1 ) 

Setzt man in (4 a) fur # k \ ^ , , ; z~ ihre Ausdrticke durch 
8 nach (7) ein ; so entsteht auf der linken Seite von (4 a) unter clem 
Zeiehen A der bilineare Differenzenausdruck P(y x ,0^ ) \, wo 



oder 

(8) 

1st; es wird dann 



n - 1 n-k-1 



1) Vgl. 4. Kap , in. 
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Man kann nun fur lineare Differenzengleiclmngen das Aiialogon 
der aus der Theorie der linearen Differentialgleichangen bekannten. 
nLagranffeschen Beziehung^ 1 ) nacli einer ahnlichen Methode ableiteii, 
wie sie Fidbeniits-*) fur den Bevreis dieser Relation angewandt hat: Der 
Ausdruck 



yerschwindet nacli (4) far r = a } (t= 1, 2, . .., ), also fur n nacn 
fruhereni linear unabhangige Losungen der Gleichung P i'^) = ; dieser 
Ausdruck muB daher nacn dem 2. Kap, III ? niit F(^ x _ }l+l Y} bis anf 
emeu Faktor ubereinstimmen, der sick durcli Yergleiclmng der Koeffi- 
zienten von # x _ n+l gleich y x ergibt; es besteht also die identisclie 
Gleichung 

oder 

*. 

Setzt man noch 

"Wi-",, J y fe- n+ = P'fe + i) = ^'K), 

so ninimt die w adjungierte Differenzengleichung" (6) die Form an: 



oder kiirzer: 

(9) P'(J = ,_.+ (^%) t _ ;i + 1 + + (!><"- 1 >iO,_ 1 + (l)WL- 0; 

sie besitzt die Fundamentallosungen ^ ; w^ ? . . ., u^\ wo 



1st Setzt man ferner 

P(y,, s 
sodaB 



d^ so lautet die oben gefundene Relation 

(10) t^PCyJ - y, P'(J = A 



1) Lagrange, Miscell. Taurin., 8., 179. 

2) Journ. for die r. n. a. Math. 70, 260 (1873) 

3) JP (#3; K + 1) bedeutet, da.B in P(^) uberall x n -f- 1 an Stelle von a? 
gesetzt wird. 

4) P^ncherle y 2,; er nennt sie die ,,inverse tfi Gleichung 

5) Bortolotti (8*) mufi infolge des bereits erw'ahnten Fehlers diese Relation 
anf den Fall p^ = 1 beschranken; aus den obigen Entwickelungen (TF"., 2.) geht 
hervor, dafi diese Beschr'ankung unnotig ist. 

"Wallenberg. Lineare Differenzengleiclmngeii. 6 
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Dies ist das Analogon cler Lagrang eschew. Beziehung; aus ilw folgt 
so fort 3 da/3 umgeltelirt die Losungen von P(y^) = MultipliJcatoren von 
P'(ii x ] sind. 

Die clurcli die Gleichung (10) ausgedriickte Eigensehaft des ad- 
jungierten Difterenzenansdruckes P'(u^) ist fiir diesen char alderisti sell : 
es sei namlich R(uJ ein zweiter homogener linearer Differenzen- 
ausdruck derart, da6 



ist, so folgt durch Subtraktion von (10): 



es wiirde also die Diflferenz A einer Funktion von y x) y e+1L} - ., y x+n _i 
eine Funktion von y v allein sein ; was unmoglich. ist; es muB also 
JJ(u a ) = P'(u x ] (und 5' - Q) sein. 

Wir konnen die Multiplikatoren endlich nocb. auf eine dritte Art 
herleiten: 1 ) Es sei 



diejenige homogene lineare Djfferenzengleichung (w l) ter Ordnuug, 
welcne xmt (1) die Losungen 



gemeiosani hat Dann muB nach dem 2. Kap., V: 



sein, worin R k einen homogenen linearen Differenzenausdruck erster 
Ordnung: 

bedeutet. Es ist also 



und daher, da P(yf] = ist 
d. h. 

folglich 



1) Wallenberg, 3. 

2 ) Sktyx+i) bedeutet wieder, dafi in S k (i/ x ) uberatt x + l an Stelle von x 
gesetzt wird. 
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Es ist also S~ l (yf + em Multiplikator von P(yJ und 



eine erste ?; Losung" von P(y^) = 0: imd zwar ist insbesondere fiir 
V* = y*\ > yj*~ 1} , j* + 1) , , ^' die willtarhche ,,Konstaate CD, = 0, 
fur jk = yj A) dagegea CO L = 1 . 

Es lafit sich leicht nachweiseii, daB diese Multiplikatoren mit 
den oben gefundenen identisci. sindj es ist namlicli nack Gl. (5) des 
2. Kap., Ill: 



-^ _^ 

/ (i) a - 1) ^ + 1 j 

(Vx 1 ' ' #3 ' #T i 

also nach GL (7) des 2. Kap., I, C: 

8 

d. L in der Tat 
Daher ist ferner 

und folglicn 



Endlich ergibt sich fur den bilinearen Differenzenausdruck (8): 



daher wird nach obigem P(y x) ^\ gleich einer ;? Konstanten" ; sobald 
fur y x irgend eine Losung von (1) gesetzt wird ; was sich iibrigens 
auch aus Gleichung (4) oder aus dem Analogon der LagmngesGhen 
Relation ergibt^ da dann aus dieser AP($/ X , 0} = folgt; ins- 
besondere ist: 



Es sei ferner 



6' 
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dlejenige Differenzengleichung, welclie mit der Adjungierten (9) die 
Losungen u^\ . ., ^ "^ ^ + 1) , , ^ gemeinsam hat; dann muB 

wieder 



1st; also 
und da 



folglicn: 



Us ist also T~ 1 (u^]_ t ) ein Multiplfkator der adjungierten Glei- 
clmng P'C^J = 0. Nacb. dem 2. Kap., Ill (^Analogon der Grl. (5)) 
folgt wieder 

D (* z^ (A-D -a+i) -(n 
T^^ /_i\-i - l( ^ a J * i_:-'^_i^ _ ^*^_; 

-Lk^xJ ^ 1) jj ( (1) (*-l) ^(Ar + l) """"(w)\ ^ 

^-iV^a; -> -> Z x *> z x "> ' i z x ) 

und'nact Gl. (11) des 2. Kap. ; I ? C: 



V j. / (1) 

^-iV^a; 

sodafi 



ist. Beachtet man, daB bei der adjungierten Gleickung die Operation 
D~ l y x ^y x ^i dieselbe Rolle spielt wie die Operation Dy x =*y x+l 
bei der ursprunglichen Gleichnng ; so besteht zwischen den beiden 
gefundenen Relationen 



Yollkomnaene Beziprozitat. 

Mit Benutzung des Operationssymbols Dy x =^y x+l und des Symbols 
der inversen Operation D~~ l y x = =s y x -i laBt sich der Differenzenausdruck 
P(yJ folgendermaBen scbreiben 2 ): 

1) j^^.i) bedeutet, dafi in T^^ liberall x l an Stelle von x ge- 
setzt wird. 

2) Fiir das Folgende Bortolotti, B, 
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und der adjungierte Differenzenausdruck: 
( - 1 *- 



y t ) + D-y r 

ocler 



Man erhalt also den adjuugierten Differenzenausdrnck, indem man in 
dern urspriinglichen Ausdruck -P(^) an Steile yon D k y x die Inverse 
Operation D~ l y x setzt und auf p^"^ ^ 10 Operation D"^ ausiibt. Urn 
die Adjungierte der Adjungierten zu bilden ; hat man daher in P'l^) 
an Steile von D~ l y x die inverse Operation D k y x zu setzen und auf 
Px~i ^- ie Operation D l auszutiben; dann erhalt roan aber wieder 
P(yJ; also: 

a) Die Adjungierte der Adjungierten eines Jtomogenen linearen 
Diff'eremenausdrucfces ist der gegelene Ausdruck seller. 

Ferner folgt leicnt: 

6) Die Adjungierte der Summe oder Different gweier Differenzen- 
ausdrilcke ist gleich der Summe oder Different der Adjungierten. 

Sind endlich zwei homogene lineare Differenzenausdriicke 



2a r (x)Dri,, und 
gegeben, so ist ihr (symbolisches) Produkt 1 ) 



Die Adjungierte dieses Produktes lautet: 



worn 

aD-' und 



die Adjungierten von A(y^) bez jB(yJ sind; also: 

c] Die Adjungierte des Produces AS(y^) m*eier liomogener linear &r 
Differenzenausdrucke ist gleicJt dem in entgcgengeseteter Beihenfolge der 
FaMoren genommenen Proditkt B'A'fy^ Hirer Adjungierten. 

Daraus folgt sofort der Reipro#itatssat#: 



1) Ygl. 2. Kap , V. 
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ct) Die Acljimgierte des Produldes mehrerer liomogener linearer 
Differenzenausdriicke 



ist das in entgegenyesetzter Heihenfolge der Faktoren genommene Product 

K'H'...B'A'(y x } 

ihrer Adjungierten. 

Betrachten wir z. B. das Produkt zweier emander adjungierter 
Ausdriicke 



so ist nach dem Reziprozitatssatze und nach a): 



Also: 

e) Das ProduM zweier einander adjungierten Differensenausdrucke 
ist mit seiner Adjungierten identiscli. 

Da ein liomogener linearer Differenzenausdruck nullter Ordnung 
a x y x sicli selbst adjungiert ist, so gilt Satz e) auch nocli fur den 
allgemeineren Ausdruck Aa x A'(y^). Ferner ergibt sich aus dem 
Reziprozitatssatze und aus der Zerlegungsformel (3 a) der vorigen 
Nr. Ill sowie aus den Entwicklungen der NT. I dieses Kapitels: 

/) Die Adjungierte des Differemenausdruckes 



lautet: 



v'__ A' A' . . . A' A'__ . ^ 

1 /.js <Jk TgT A TjT ' ZA 7 - r- IA T-r 

^i ^i ^x ^x ^x 



Die Differensengleichung A(y^) = 'besit^t die Fmdamentallosungen 

(1) (1) NT 1 (2) (1) %"1 (2) "V^ () 

AT* 1 ' >T V ' s w w ^ m /n 





die adjunc/ierte Gleicliung A f (y,^ = die Fundamentallosungen 



1) A'^s^ Wa;_i u x ist die Adjungierte von Au x = u x i ^(> x 

2) "Weitere Untersudningen iiber diesen Gegenstand ruhren ebenfalls von 
IBortolotti (4. u. 5.) her, insbesondere iiber homogene lineare Differenzenausdrdcke, 
die ihren Adjungierfcen Equivalent sind. 
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V. Yollst&ndige lineare Differenzengleichuugen. 1 ) 

Unter einer vollstdndigen Imearen Drfferenzengleichung versteht 
man die Grleichung 

(1) J?(yJ = y, + , +^ 1 V, + -i + - +p?y,-P,- 

Ein besonderer Existenzbeweis fur erne Losung derselben braueht, 
falls die Koeffizienten rationale Funktionen von x &ind ; nicot erbracht 
zu werden, da man zeigen kann ; daB jede Losung von ( 1) auch emer 
homogenen linearen Diflferenzengleichung gentigt 2 ): 1st namlich y x = ^ x 
eine Losung von (1), also -P^J ==1^, und wird P(rj^) = P x gesetzt ? 
so ist 



d. h. YI X gentigt der homogenen linearen DiflEerenzengleichung (n + 1 ) ter 
Ordnung 

(2) - i 

Aus (2) ergibt sich 



also 



worin co eine willkiiiiiche ;; Konstante^ bedeutet. Die vollstandige 
Gleichung 

(3) ^W-oA-O 

stellt eine ?? erste Losung" von (2) dar ? d. h. jede Losung von (3) be- 
friedigt die Gleichung (2) ? und umgekehrt (bei geeigneter Wahl der 
?? Konstanten" 03)5 dem Werte & = entsprechen die Losungen der 
^redugierten G-leichung" P(y x ) = 0, die also ebenfalls der Grleichung (2) 
gentigen. Ist y x = r^ x eine Losung von (2), fur welche in (3) & 4= 
1st, 50 genilgt wegen P(cori^ = coP(^ a; ) die FmJction y x == 0%. der vor- 
gelegten Gleichung (1). 

Ist Yf x eine Partikularlosung ; y x die allgemeine Losung von (1), 
so gentigt y x <YI X der homogenen linearen Differenzengleichung 

(4) P(fc)-0; 

denn aus P(yJ-jp n Pfe)=A Mgt P(^) -P(^ = P(^- % ) = 0. 
Bilden daher yj*\ ^, . . . ; y^ ein Pundamentalsystem von Losungen 



1) Lagrange, 2. (vgL Lacroix, 1.; SooZe, 1.; Harkoff, 1.; Seliwanoff, 2.); 
Wallenberg, 2., I. 

2) TF. 

3) P(2/a. +1 ) bedeutet wieder, daB in P^) ulerall x+1 an Stelle von a; 
gesetzt wird. 



88 3. Kap. Formale Theonen. 2 TeiL 

der ;; reduzierten Gleicliung" (4) ; so lautet die allgemeine Losung 

YOU (1): 



worin CD I? K> 2 , . . ; & n willkiirliche ;; Konstanten" sind. 

WIr werden im naehsten Kapitel seben ; daB man in vielen Fallen 
eine solebe Partikulaiiosung direkt finden kann. Hier dagegen wollen 
wir zeigen, wie man die allgemeine Losung von (1) mit Hilfe der 
Losungen y^. der reduzierten Gleichung (4) und ihrer Adjungierten 
herstellen kann. Dazn bedienen wir uns der LagrangesehQn Metliode 
der ^Variation der Konstanten" 1 ): Wir setzen die allgemeine Losung 
YOU (1) in der Form an 



worin die c^ aber keine ?; Konstanten" ? sondern nocb. zu bestimmende 
Funktionen Yon x sind. Da wir n Funktionen zur Verfugung baben 
und nur eine Bedingung zu erfiillen ist ; so konnen wir n 1 neue 
Bedingungen einftihren und wahlen dieselben so, daB y x+l9 2/^+2? ? 
Vai+n-i di e selbe Form L.aben ; als ob die c^ ?; Konstanten" waren, 
Da c aj+1 == c v -{- Ac x ist ; so erhalten wir das Grleicbungssystem 



mit den Bedingungen 

(5) y. { J^c + y l A C + . 

zu denen nocb. die Bedingung 






(6) *. + yl^ + +yl n 

tritt, die sicli ergibt, wenn man die Werte fiir y x , 
und 



. 



in die Gleicbung (1) einsetzt. Dividiert man die Gleicbungen (5) 
und (6) durcb. p x und vergleicht sie mit den zur vollst'andigen Be- 
stimmung der adjungierten Funktionen $ dienenden Gleicbung (8) 
im 2. Kap. ; I ? G, so erbalt man 



1) Lagrange, 2., S. 156 ff 
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also 



und claher als allgemeine Losung der Gleichung (1): 



, , (3) , . , 00 y ,00 

' " ^r^ar 1 ' ' ^a? && x 



worm auch. (nach. der vorigen Nr. IV) ^ A = ~v7~7m g es tzt werden 



kann; die in (7) anftretenden Summen enthalten noch je eine will- 
kurliche additive , ; Konstante". 

Dieses Resultat folgt auck mimittelbar aus Gleichung (4 a) der 
vorigen ISTr/IV 1 ): Da namlicli fur jecle Losung y x von (1) 



ist, so ergibt sich aus (4 a) (Nr. IV) das Gleiclrangssy stern : 



multipliziert man diese Grleichungen der Eeihe nach mit y^\ y^\ . . ., y^ 
und addiert, so erh'alt man mit Riicksicht darauf^ daB nach der Defi- 
nition der : 






1st, den Ausdruck(7) als allgemeine Losung derDifEerenzengleichung(l). 
Wir sind jetzt imstande ? die Untersuchungen fiber die Zusammen- 
setzung bzw. Zerlegung homogener linearer Differenzenausdrlicke im 
2. Kap. ; V zu vervollstandigen 2 ) : Wenn die homogene lineare 
Differenzengleichung n ie * Ordnung P(y^) ~ durch olle Losungen der 
bomogenen linearen Differenzengleicbung & ter Ordnung Q(y x ) = 
befriedigt wird, so 1st naeh dem 2. Kap., V: 



worin H ein homogener linearer Differenzenausdruck (n fc)* r Ordnung 
1st, dessen Koeffizienten sich aus denen von P und Q und deren suk- 
zessiven Werten rational zusammensetzen. Es sei nun y\ y^\ ... y y^ 
ein Fundamentalsystem von Q(yJ = 0, yf, yf\ .., y, y ( ^ l \ ..., y^ a) 
ein Fundamentalsystem von P(j/J = 0, so geniigen die von Null ver- 
schiedenen Funktionen 



1) Wallenberg, 2., 1. 2) W. 
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der liomogenen linearen Differenzengleichung R(y x } == 0; mid zwar 
bilden sie ein Fundamentalsystem derselben ; da aus einer Relation 



folgen wiirde, da6 die GUeichung Q(y^) = mehr als ft linear unab- 
Jhangige Losungen besitzt ; was nacli dem 2. Kap. ; III unmoglicli ist. 

1st ningekehrt w x die allgemeine Losung der Gleicliung 
so befriedigt jede Losung ^ der yollst'andigen Gleichung 



die Gleicliung P(j/J == ? da 



ist. Die aRgemeine Losung dieser vollstandigen Gleichuug 

^ (1) 4- / 

x & x + l -f 



worin ^ 7 ^ \ . . . ; #j bestimmte Losungen der zu Q(y^ = Q ad- 
jungierten Gleicliung Q (#J = smd ; stellt daher auch die allgemeine 
Losung von P(j/ x } = dar ? da sie n wesentlich verschiedene willktir- 
liclie ,,Konstanten^ enthalt: w x enthalt n Jc willkiirliclie ;; Konstanten" 
und jede der Jc Summen je eine additive willkurliclie ;; Konstante". 

Als besonderen Fall behandeln wir die lineare Differenzengleichung 
erster Ordnung: 

(A) y^+i-A^-ffr- 1 ) 

Ist tt x eine Losung der reduzierten Gleicliung 



also nach dem 1. Kap ; II, C: 

% = 
und setzt man 

^ = C A 3 
so ergibt die Gleicliung (A): 

^+i%+i-A^H = fc; 
oder ? da c x+1 = c x + A^ und u x+l p x u x = ist: 



1) Lagrange, 1. (vgl. ^oo?e, 1.). 
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worm co und &' , ; Konstanten*' sind. Die allgemeine Losung von (A) 
lautet also: 



oder ausfukrlicher gesclirieben: 



darin ist auch co = o - a/ erne ,,Konstante", wahrend sich co im ersten 
Gliede rechts gehoben liat ; so dafi CD stets gleieh. 1 gesetzt werden 
kann. Es sei noch bemerkt ; da8 die nicht lineare Differenzen- 
gleiciiung erster Ordnung 



nach Division durch ti x u x+1 mittels der Substitution y x = in eine 
lineare Diff^renzengleictuing erster Ordnung transformiert werden kann. 



Beispiele: 

1 . y x + x 3 y x = a x (Seli wanoff ). 

Hier ist % x = a*, p x 3 7 also u x = 3*. Der Ausdruck 

hat verschiedene Werte ; je nachdeni a 4 s 3 oder a = 3. Ist a =(= 3 ; 

so ist 



JL V^V'=1 ~^ 
3 ^J \ 3 / 3 a ; 



und daher 

y _ + c, . 3* 

Cl ^^ O 

Ist dagegen a = 3 ? so ist 



+i 3 
also 

= a? 3 



2. ys+i _ ^^ . |^ ^ = ij- (Markoff, Seliwanoff). 
Die Grleichung 
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bat offenbar die Losung 

daher ist bier: 

(2x + 1) (2 x + 3) (2 a? + 5) Q x 



1 V i = _ i. 

~(a;)(a + i) 16 



i 

= 

4 

also 



1 (2a+!) (2 a? + 3) (2^+ 5) 

^^^-- . 



(Boole). 

XT' K 

==>!==. 

; 



Z<?r Piekursionsformel 

yx+-%y x = ^ 

soil y 100 lerechnet werden, wenn j/ == ^"st (Markoff). 



und dui'ch zweiinalige Anwendung der partiellen Summation*}'. 



da bei diesem Beispiel nur ganzzahlige a? in Betracht kommen, so ist 
bier eine wirklicbe KoBstante ; und zwar o = 12 wegen y Q === 0; 
also: 



1) Nacli der bekannten Formel 
1 



~n x(x + 1) . . "(x + n 1) ' 
siehe z. B. Seliwanofl, 2., S 34 (vgl. I. Zflgp., H B, Formel (b)). 

2) ^u x Av x =^u x ^-~ &u x ^?v x+1 (siehe z. B. SeKwanoff, 2., S. 37; vgl. 
1. ;g:^ II, B, Formel (h)). 
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woraus 

y 100 =19212-^ -19212- 

d. k. auBerst nalie 

folgt. 

YI. Iteration linearer komogener Differenzenausdriicke. 

Symbolisclie Potenz, 1 ) 

Wircl ein komogener linearer Differenzenausdruck w ter Ordnung 



d. k. mit sick selbst komponiert, so entsteht ein komogener 
linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 2n: 

P^ = PP(2/J = P%J =jPJ 0) P(2/, + J +P?P(y^+-+P?P(93 ; 

derselbe wird befriedigt durck die Losungen Ton P(y^) = und durck 
die Losungen der vollstandigen Gleickung P(yJ = y x , wo r^ x eine 
Losung von P(y^) = ist. Aus der letzteren Gleickung geht kervor, 
daB das Iterationsresnltat wesentlich z. B. von jtr abkangt^ und da 
man durck Multiplikation der Gleickung P(y^) = mit einer will- 
kiirlicken Punktion von x diesem Koeffizienten jeden beliebigen Wert 
geben kann ; so liefert demnack die (ein- oder mekrmalige) Iteration 
einer homogenen linearen Differenzengleickung eine unendlicke Menge 
von liomogenen linearen Differenzengleickungen, welclte mit der ur- 
spriinglicken Gleickung samtlicke Losungen genieinsam kaben. 

Wir wahlen nun als Ausgangsgleichung eine homogene lineare 
Differenzengleiekung erster Ordnung: 



and iterieren sie w-mal; die dadurck entstekende Differenzengleickung 
n ter Ordnung P n (y^) = besitzt zunackst eine Losung von 

' ^^ also y. 

Vx S x 

ferner eine Losung von s x y x+1 t x y x ^ y, also nack der vorigen E"r.Y: 



r l 'x 4- 1 

ferner eine Losung von s x y x+l t x y ;K = rif\ also: 



1) Wallenlerg, 2., S. 53 ff. 
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-I 

_____ Jl) ^1 ^___ __ ( 3 ) X 1 ^ J^"*r ^ W 



, 



usf. Die Differenzengleichung P*(y^) = besitzt also die Losungen 
L 00 _ 



von denen man ahnlicli wie in Nr. I dieses Kapitels zeigen bann, daB 
sie Yoneinander linear tmabhangig sxnd. 

Wahlt man insbesondere ^=1, so werden diese Losungen: 



(i) TT" i (j) 

1 1 s," 7 ^ 



a) 



1 2 -..(72 



aus ihnen ergeben sich durcb. geeignete lineare Verbindungen folgende 
Losungen: 



Die Losung ^ ist also nacb. unserer friiberen Bezeiclinung 
(3. Kap. ; II) w-facbe Losung der Gleicliung P n (y x } = 0; besitzt uin- 
gekebrt eine bomogene lineare Differenzengleicbuug Q(y^ = die 
w-facbe Losung ^ T? so ist 



worn 



ist. Hieraus ergibt sicb die Berecbtigung unserer Terminologie. 

Die Differenzengleicbung P n (y^) == gebt durch die Transformation 



in diejenige Differenzengleicbung tiber 3 welcbe die Losungen 1, x, 
x*, . . ., x n ~ l besitzt, d. b. in eine Differenzengieicbung mit konstanten 
Koeffizienten ; die man symbolisch folgeadermaBen scbreiben kann: 
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zwischen den n Losungen y^ von P n (y^) = bestehen n 2 Lomogene 
Relationen zweiten Grades von parabolischem Typus 



Wir wollen noch untersuchen, wann eine homogene lineare 
Differenzengleichung zweiter Ordnung 



durcb. Iteration ans einer homogenen linearen Differenzengleiclmng 
erster Ordnung 

^+i-^ = 

hervorgeht. Es ist: 

(^y.+i-^JC^^+i-^) 1 ^ = v^+i.%+3- ^(^ + ^4.1^+1 + ^^5 

es mufi dalier sein: 



Setzt man = u. so wird 






also durch Elimination von : 



setzt man ferner u x = - 1 , so geht diese Grleichung fiber in 






welcbe mit der vorgelegten Grleicliung identisch ist. Aus t x - 
*L_ % = y ergibt sicb : 

w x X & 



"I T-T 

=%-, s * = K) LlT> 

>x JL JL i x 



darin ist w^, = -^"~ ; wo ^^ elne Losung der vorgelegten Gleiclinng 

% 
zweiter Ordnung bedeutet. Wir sehen also, daB die Koeffizienten q x 

und r x gar keiner Bescbrankung unterworfen sind, und konnen den 
Satz aussprechen : 

Jede "beliebige Jwmogene lineare Differengengleichung gweiter Ordnung 
Jcann als Iteration einer Jiomogenen linearen Differenzengleichung erster 
Ordnung dargestellt werden. 

1) Das Produkt ist symboliseli aufzufassen 
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Durch Koeffizientenabzahlung erkennt man Ieiclit ; daB diese Eigen- 
scliaft auf Gleichungen z welter Ordnung beschrankt ist; fiir Gleichungen 
hoherer als zweiter Ordnung, welche Iterationen von Grleichungen 
niedrigerer Ordnung sind ? mfissen zwischen den Koeffizienten stets 
Bedingungsgleichungen bestehen. Da die homogene lineare Diffe- 
renzengleicliung zweiter Ordnung sick stets als Iteration einer Grlei- 
chung erster Ordnung darstellen Ia6t ? so baben ihre Losungen nach 
obig-em die Form: 



C2) 



l ) 



1) Vgl. 2 Kap , III, 1. Anwendung, sowie 3. Kap., I, 1. Beispiel. 



Viertes Kapitel. 

Grruppentlieorie L Teil. Transformation, 

I* Invariante Funktionen der Losuiigen eines Fundamental- 

systems. 1 ) 

Es sei gegeben die lineare liomogene Differ enzengleiehung 

(i) 



worin die $^ gegebene rationale Funktionen YOU x bedeuten. Wir nennen 
irgend eine rationale Funktion eines Fundamentalsystems yf\ yf\ . . . ? y^ 
von Losungen der Grleiehung (1) nnd ihrer sukzessiven Werte yj^ 1? 

yflv * > ^ti5 y*l*> *> ^1+35 mit ^ationalen Eoeffizienten eine 
invariante Funktion der Fundamentallosnngen j/j 1 ^ . . ., y^ und ihrer 
sukzessiven Werte^ wenn sie als Funktion von y^\ . . ., y^ und iliren 
sukzessiven Werten formal invariant bleibt, falls man y^\ yjf\ . . . , y^ 
und ihre sukzessiven Werte den Substitutionen der allgemeinen linearen 
nomogenen Gruppe unterwirft, d. L y (i l,2 9 ...,ri) durch 



+ + ^ (-!, 2, . . ., n) 

und entsprechend y^ (i= 1 7 2, . . , ; w) durcli 

^'l, = .i f^ip + + , yJt* C< - 1, 2, . . ., n) 

ersetzt ; wobei die a ik ein System von n 2 beliebigen j; Konstanten a -be- 
deuten ; deren Determinante von Null verscHeden ist (vgl. 2.Kap. ? II ? B). 
Wir baben scbon ein System solcher invarianten Funktionen 
kennen gelernt; denn die Koeffizienten p x der Gleicnung (1) siad 
solcbe rationale Funktionen der y, . . . 7 y^ und ihrer sukzessiven 



1) G-uldberg, 1>, 7, Kap. 1; vgl Stepfuwsen, 2. 

"Wallenberg: Lineare Differenzengleicliuiigen. 
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Werte. Die Gleichung (1) laBt sich ja (vgl. 2. Kap., Ill) in Deter- 
mmantenform folgendermafien schreiben: 



(2) 



0. 



Die Koeffizienten p* sind folglicli darstellbar als Quotienten zweier 
Determinanten und bleiben daher invariant, wenn die y^\ . . ., y^ 
einer linearen Substitution unterworfen werden, da Zahler und Nenner 
sich mit derselben Determinante multiplizieren. (2. Kap. ; III.) 

Wir werden jetzt folgendes Theorem beweisen: 

Jede rationale invariante Function eines Fundamentals^ 'stems yf\ . . ., 
y^ von Lo sung en der Differ enzengleiclmng (1) und Hirer sukgessiven 
Werte mit tationalen Koeffizienten lafit sicJi rational durch die p^ und 
Hire suJc#essiven Werte ausdrucJcen. 1 *) 

Wir bemerken zuerst: hat man irgend eine rationale invariants 
Funktion yon y^\ , . ., y^ und ihren sukzessiven Werten mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so kann man mit Hilfe der Q-leichung (1) die 
n ten und hoheren sukzessiven Werte beseitigen und erbalt durch diese 
Reduktion erne rationale Funktion, die y^\ . .., y^ und deren sukzes- 
sive Werte hochstens bis zum (% l) ten enthalt, und, da die Grlei- 
chung (1) rationale Koeffizienten entbalt, ebenfalls nur rationale 
Koeffizienten besitzt. 

dieser Reduktion haben wir dann eine rationale Funktion 



deren Koeffizienten rationale Funktionen der p und ihrer sukzessiven 
Werte sind. Wir werden jetzt zeigen, dafi die Funktion H in dieser 
Form frei von y^\ . . . , y und ihren sukzessiven Werten, also eine 
bloBe Funktion der p und ihrer sukzessiven Werte ist. 2 ) 
Man hat nanilich: 

(3) - 



1) Analogon des AppeUschen Satzes aus derTheorie der linearen Differential- 
gleichungen (Ann. de 1'fic. Norm. (2) 10, 391), 

2) Die Koeffizienten derselben sind rationale Punktionen von x. 
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wo die p und ihre sukzessiven Werte in den Koeffizienten yon It 
auf beiden Seiten dieselben geblieben sind. 

Wlr konnen nun die ,,Konstanten" a tl so Trahlen, daB fur 
einen gegebenen, sonst aber willkurliehen Wert von x 9 fur welchen 
, , 2/f 4=0 ist ; die Funktionen 



^ci^k^irl^eh vorgeschriebene Werte annehmen. (Vgl. 2. Kap 7 II ; A.) 

Hinge dann E von irgend einem dieser Werte ab ; so ware die 
Gleichung (3) unmoglich; denn die rechte Seite isfc ron den a^ un- 
abliangig ; wahrend die linke Seite einen bestimmten Wert mit den 
a t annimmt. Die Funktion H kann also nieht von den y ( ^ 9 . , , 7 
7/^5 . . . ; yf+n^i abliangen ; sondern nur eine Funktion der p und 
ihrer sukzessiven Werte sein. Q. e. d. 

1st die rationale Differenzenfunktion E(y^) keine absolute ; sondern. 
nur eine relative Invariante ? d. h. multipliziert sie sich bei Br- 
setzung der y durok die # mit einer von Null verschiedenen ;7 
stanten^: 



so folgt zunacnst aus den Prinzipien der algebraisclien Invarianten- 
theorie ; daB c gleiek einer ganzzabligen Potenz der Substitutions- 
determinante 



sein mufi : c == S" 1 . Nun ist aber 

D (,..., *.)-*. 2? 
also 



d. It. ^i- 1st eine absolute Invariante und daher nacn obigem eine 

I>M W 
rationale Funktion der Koeffizienten _p^ } und ihrer sukzessiven Werte. 

Folglick wird, da nacJi frtLerem (3. Kap., Ill): 



ist ; .RfyJ gleich e ^ er rationalen Funktion der p und ihrer suk^essivm 
Werte, multiplmert mit einer Potent von o/Z( l) w jt?^. 
Die Determinante 

(v=.0,l,...,-A-l,-i + l,...,M) 

7* 
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ergibt sieh z. B. leicht als Funktion der p \ wir haben n'amlich: 

p ( * } = ( ty z -ff- (vgl- ^- E<*P-, HI), 

.1 

also: 



Das Theorem yon der invarianten J^unktion der Fundamental - 
losungen findet eine Anwendtmg bei der Bestimmnng der Bedmgung 
dafiir, daB zwei lineare homogene Differenzengleichungen der Ord- 
nungeii n und m: 



eine gemeinsame Losung besitzen 

Es sei y^\ . . . ; y* ein System yon FundamentalloBungen von 
P x (y^) = 0. Die notwendige und hiareicliende Bedmgung dafiir, daB 
die beiden Grleichnngen eine gemeinsame Losung besitzen, ist: 



0, 



oder 

0, Q x (^) + 0, Q, 

wo die (7 ;; Konstanten^ sind. Folglich hat man: 



0. 



Die linke Seite dieser Q-leichung ist eine relativ-invariante Funktion 
der Losungen yf\ . . . , j/^, und man erh'alt nach Diyision durch den 
Faktor G)ff(l) n p^ die gesuchte Bedmgung in der Form ; daB eine 
rationale Funktion der Koeffizienten der gegebenen Grleichungen und 
ihrer sukzessiyen Werte gleich Null ist (ygl. 2. Kap. ; IV). 

Beispiel. Man stelle die Bedmgung dafur auf ? daB zwei lineare 
homogene Differenzengleichungen zweiter Ordnung: 



eine gemeinsame Losung besitzen. 1 ) 
Auflosung: 



1) Stephansen, 2. vgl 



v SchlnB, ,8. Beispiel. 
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Eine zweite Anwendung findet das Theorem iiber die invarianten 
Funktionen bei der Bestimmung derjenigen homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung ; welche die Losungen zweier gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichnngen der Ordnungen n und m: P x (y^) = 
und Q x (8^) = besitzt. Es sei yf\ . .., y ( ^ ein System von 
Fundamentallosungen der ersten Differenzengleichung und ^\ ..., ^ 
ein System von Fundamentallosungen der zweiten Differenzengleichung. 

Die gesuchte homogene lineare Differenzengleichung, deren Ord- 
nung n + m ist, schreibt sich dann: 



V W tl ( " } Z W /' n) 

y as -\-m-\-n ^x + m + n Jx + m+n > v + m+n x + m + n 

*/x + m + n 1 ^ j? + m + n 1 J x 4- m + n 1 ? .r -f- m + ?i 1 r + ?/i + w - 



= 



y* ^ * * * y x 9 x " * x 

Die linke Seite dieser Gieichung ist eine relativ-invariante Funktion von 



und von 



Sie laBt sich folglieh, abgesehen von dem Faktor col7( l) m+n pq^ , 
als rationale Funktion der Koeffizienten der beiden gegebenen Diffe- 
renzengleichungen nnd ihrer sukzessiven Werte ausdrticken. x ) 

Dieselbe Methode dienfc auch zur Bestimmung der linearen nomo- 
genen Differenzengleichung, welche die Losungen dreier oder menrerer 
linearen homogenen Differenzengleichungen besitzt. Besitzen aber 
die gegebenen linearen homogenen DifferenzengleicEungen gemeinsame 
L6snngen 7 so ist die aufgestellte Determinante (4) identisch Null, da 
sie eine oder mehrere identische Kolonnen besitzt. 

Man bildet in diesem Falle erst die lineare homogene Differenzen- 
gleichung JR x (y x } = ? welche die gemeinsamen Losungen der beiden 
gegebenen Differenzengleichnngen besitzt (den groBten gemeinsamen 
Teller, 2. Kap ; VI). Die gegebenen Differenzengleichungen sckreiben 
sich daher: 

0, Q(y x ~) = TE(yJ = 0. 



1) Stephansen, 2.; vgl 2. Kap. 3 YI. 
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Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
S( M J-0 und 2K)~0 

liaben dann keine gemeinsamen Losungen Man bildet dann nach der 
angegebenen Methode die lineare homogene Differenzengleicliung: 

^(J = 0, 

welche die Losungen von 8(u^) = und T(u^) besitzt. Die ge- 
snchte lineare komogene Differenzengleicliung ist dann 

AS(yJ-0 (ygl. 2. Kap,VI). 

Aufier den bisher betracnteten invarianten rationalen Funktionen 
eines Systems von Pundamentallosungen y^\ ... ? y^ gibt es aucn 
rationale Fnnktionen ; die bei einer Untergruppe der linearen nomogenen 
Gruppe invariant bleiben. 

Betracliten wir zum Beispiel die lineare homogene Differenzen- 
gleichnng zweiter Ordnung 1 ): 



so lautet die allgemeine lineare homogene Gruppe: 



Eine ihrer Untergruppen ist: 



WO 

ist. Der Ansdruck 



ist, wie man leicht verifiziert, invariant bei dieser letzten Grruppe. 
Er gentigt der linearen liomogenen Differenzengleicliung erster Ordnung: 

A.+I- 2,^ = 0. 

Aufgabe. Wie bestirnmt man die lineare homogene Gruppe ; bei 
der eine gegebene rationale Funktion eines Systems von Fundamental- 
losungen formal invariant wird? 



1) GuUberg, 1\ Kap. HL 
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Beispiel. Es wird die Grruppe des Ausdnickes: 



gesucht. 

Auflosung: 



II. Transformation einer hoHiogeiien linearen Bifferenzen- 

gl el Chung. 1 ) 
Es sei 



eines 



wo JB eine ganze rationale Funktion der Losungen y . . ., 
Fundanientalsystems der Grleichnng (1) nnd ihrer sukzessiven Werte 
1st. Das allgemeine Problem der Transformation besteht darin^ eine 
lineare iiomogene Differenzengleichung zu bilden ; welche die Funktion ^ 
als Losung besitzt. 

Urn die Ordmmg der gesnchten linearen liomogenen Differenzen- 

gleicb.ung in ^ zu bestimmen ? ersetzen wir y> > V* i y*+i> 
dnren die Losungen eines andern Fundamentalsy stems 0, . . ., * : 



a u ; 



r <*,* > 

+ *, 5 Si: 



Die Ordnung der linearen bomogenen Differenzengleichung in 17, ist 
dann gleich der Anzahl der linear unabhSngigen Glieder, die in 
dem transformierten Ansdruck far ^ auftreten. Es sei p diese Anzahl, 
und es seien 



P?, 



die p linear unabhangigen &lieder. Die lineare homogene Differenzen- 
gleichung in %. ist dann 



o-l 



1) Guldberg, 7a ? Kap. II. 
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Die Eoeffizienten dieser Gleichung sind augenscheinlich relativ- 
inyariante Funktionen von s x , . . ., s^ und ihren sukzessiven Werten 
und daher nacli Division durch einen gemeinsamen Faktor in x rational 
ansdrtiekbar durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichung. 

Betrachten wir beispielsweise die Imeare homogene Differenzen- 
gleicliung zweiter Ordnung: 



und suchen wir die lineare homogene Differenzengleichung, deren 
Losungen die Quadrate der Losungen der gegebenen Gleichung sind. 
Wir setzen: 

= (1)2 

Der allgemeine Ausdruck fur y x ist dann: 

= r (i) , (2)i 2 

Wir haben hier drei linear unabhangige Glieder: 



Die gesuchte lineare homogene Differenzengleichung ist also im all- 
gemeinen von der dritten Ordnung. Sie ergibt sich in folgender 
Form: 



=V+[^^^^ 

Zwischen den drei Losungen ,f - yf 8 , ^^y^y^\ ijf-yf* 
besteht die homogene quadratische Relation 



Eine einfache Transformation ist die folgende: 



wo die a x rationale Funktionen von x sind und y eine Losung der 
linearen homogenen Differenzengleichung (1) ist. Man sieht leicht^ 
daB die lineare homogene Differenzengleichung in rj x im allgemeinen 
von derselben Ordnung wie die gegebene Gleichung ist. Erstens sieht 
man, wenn m > n, daB man mit Hilfe der Gleichung (1) die hoherert 



1) Heymann, 1., S. 410; vgl. Wallenberg, 2, 
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sukzessiven Werte y x+n , y x+n+l , . . ., y x + n aus der Forrnel (a) weg- 
schaffen kaim, sodaB man zuletzt erhalt: 

^ ^ (1) , (1) JL . . . ! C 1 ) 

wo die CC Q rationale Funktionen von x sind. 

Nimmt man nun die sukzessiven Werte von %, und eliminiert 
mit Hilfe der Gleichung (1) die hoheren sukzessiven Werte von y x9 
so erhalt man folgendes Gleichungs system: 



% + n ^ ^i^ 1 !,-! + + a^yf - 

Eliminiert man y^\ . . ., y^ n _ t ans diesen n + 1 Gleiclrangen, so er- 
h'alt man die gesuctte Gleichung fiir y x . 

Umgekehrt driickt sich die Losung y^ in derselben Weise durch ^ 
aus. Denn betrachten wir die n ersten der vorhergehenden Gleichungen^ 
die von erstem Grrade in bezug auf 



sind ; so erhalten wir insbesondere: 



Die Auflosung dieser ^ Gleichungen ersten Grades ist gestattet; 
denn ware die Determinante des Gleichungssystems Null, so bestande 
eine Relation mit rationalen Koeffizienten : 



was unmoglicli ist ; da der allgemeine Ausdruck fur ^ durcli die 
Lntegrale der linearen homogenen Differenzengleichung (1) n linear 
unabhangige Glieder ^(^ (1) ), - - -, ~&(^) enthalt ; vorausgesetzt, daB 
die Gleichung 



nicht gemeinsame Integrale mit der Gleichung (1) besitzt, in welckem 
Falle die Gleichung in ri x augenscheinlicli einer Reduktion unterliegt. 1 ) 

Die beiden linearen bomogenen Differenzengleicbungen in y x und 
ri x beiBen Gleichungen derselben Art. 

Wir werden einige Satze tiber solche Gleichungen entwickeln. 

1) Ygl. den folgenden Abschnitfe. 
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IIL homogene DiflPerenzengleiclmngen derseltoen Art. 1 ) 

Hat man zwei lineare homogene Differenzengleichungen 

(i) P&) = ^ -f^V^ + + p ( : } y, = > 

(2) fc) es M,^ + <Z.f *. + 1 ._ t + + ^"V - 

mit rationalen Koeffizienten, so sagt man, die Glelchung (2) gehort 
mit (1) #u derselben Art, oder ist mit (1) von derselben Art, wenn man 
durch die Beziehung 

(3) ^ - af\ Jx + af } y x+l + - - - + a<?' 1} ^ + ^i - ^.(yJ, 

wo die a a rationale Funktionen sind ; von den Losungen der Diffe- 
renzengleicbing (1) m denen der Differenzengleiclmng (2) iiber- 
geten kann. 

1st insbesondere in der angefiikrten Relation (3): 



so sagen wir^ die beiden linearen homogenen Differ enzengleichnngen 
sind alinlicli. 

Facli nnserer Definition und den Ansemandersetzungen in Nr. II 
sind alle linearen homogenen Differenzengleicliungen ; die mit einer 
vorgegebenen von derselben Art sind ; mit ikr von gleicher oder 
niedrigerer Ordnnng. 

1st n > m, so wird man nickt durch eine zu (3) analoge Relation 
von clem allgemeinen Integral von (2) zu dem der Gleicming (1) 
iibergehen konnen; isfc also n>m nnd die Gleichung (2) mit (1) von 
derselben Art, so 1st nicJit anch (1) mit (2) von derselben Art. Die 
eingefiihrte Beziehnng ist also nictit wechselseitig. 1st die Grleichung 
(2) mit (1) von derselben Art nnd aucli (1) mit (2) von derselben 
Art,, so sagen wir: die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen sind gegenseitig von derselben Art, oder auch kurz, sie 
sind von derselben Art; in diesem Falle miissen nach obigem beicle 
von derselben Ordnung sein. 

Ans unserer Definition folgt unmittelbar: 

Ist die Gleichung (2) mit (1) von derselben Art und die Glei- 
chung (1) mit einer aaderen linearen homogenen Differenzengleichung 
w ter oder hoherer Ordnung, die auch rationale Ko efficient en hat, von 
derselben. Art, so ist auch die Gleichung (2) mit dieser von der- 
selben Art. 



1) Guldberg, 8. 
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Es mogen yf\ y^\ . . ,, y^ ein Fundamentals jstem von Inte- 
gralen von P(j/J = bilden; bezeichnen p 1} /z 2? . . v ^ w irgend n 
?; Konstanten" ? so ist ; wenn die Differenzengleichung Q(y x } = mit 
der Differenzengleichung P(yJ == zu derselben Art gehorfc und der 
IJbergang von den Integralen von (1) zu denen von (2) durch die 
Eelation (3) vermittelt wird, 



stets ein Integral von Q(y^) = ? und ferner sind in der Form 



^(^j^yf/ a ^- e ^ n ^g ra l e v o n Q(y^ ^ enthalten; denn 

i 
1st das allgemeine Integral der Gleichung P(y^) = 0. Da 



ist ; so folgt, dafi unter den n Funktionen 



die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen der Gleienung 
Q(y^i = enthalten sein miissen. 

1st Q(y^) = eine lineare homogene Differenzengleichung von 
der Ordnung m=*n v, so kann die Grleichung Q(y^) = Q nur m 
linear unabhangige Integrale besitzen. Mithin mu8 ein System von 

n-v ;7 Konstanten" 1 LI (/Hi' 2' '*"*} derart existieren, daB die v von 
einander unabhangigen Relationen: 



0, A = . . . = 



zwischen den Funktionen A(y} } A(y}, . . . ; ^-(^) bestehen. Das 
soeben hergeleitete Gleichungssystem sagt aus 7 da6 die v Funktionen 



i/ unabhangige Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung 
^) = sind. Die beiden linearen homogenen Differenzengleiohungen 
y^) = und A(y^ = haben daher v linear unabhangige Integrale 
gemeinsam. 
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Angenommen, \ + i> wobei A r+lj (Z = l, 2, ...,w) w ;? Kon~ 



stanten" bedeuten ; sei ein (y + l) tes gemeinsames partikulares Integral 
der beiden Gleichungen P(y x } = und A(y x ) = ; und dieses Integral 
sei keine lineare homogene Kombination mit konstanten Koeffizienten 
der schon gefundenen genieinsamen Integrale; so folgt ans 



eine (v -(- l) te von. den schon vorhandenen v Relationen unabhangige 
Relation 



zwischen den Fnnktionen A (y^\ , A (y\ ? . . . , A (y^\ . Da die 
Grleichnng Q(y x } = yon der Ordnung n v ist, so konnen zwischen 
den n Punktionen A (y\ , A ty^} , . . ., A (y^\ ? die unter sich die 
Elemente eines Fundamentals jstems yon Integralen von Q(y^) = 
enthalten, nnr v unabhangige Relationen bestehen; daher ist nnsere 
Annahme falsch. Mithin haben die beiden linearen homogenen Diffe- 
renzengleichungen Q(y x ) = und A(y^) = genau v linear unab- 
hangige Integrale gemeinsam. Hieraus folgt die Existenz einer linearen 
homogenen DiflFerenzengleichnng R(y x }.=*Q von der Ordnung v mit 
rational en Koeffizienten, welche die den beiden linearen homogenen 
Differenzengleichungen P(y^ = Q und A(y^)~Q gemeinsamen v line- 
aren unabhangigen Integrale zum Fundamentals jsteni besitzt. Wir 
gewinnen also den Satz: 

Gehort eine lineare homogene Differenzengleicliung (n vj er Ordnung 
mit einer linearen "homogenen Differenzengleicliung n ter Ordnung $u der- 
selben Art, so existiert eine lineare homogene Differenzengleicliung v ter 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten, deren samtlicJie Integrale der 
Differengengleichung n ter Ordnung genugen. 

Der Artbegriff wird vertieft und vereinfacht durch den Begriff 
des kleinsten Vielfachen (2. Kap ; VI) in Verbindung mit dem nun- 
mehr einzuftihrenden Begriff des } ,imersen Differen$enausdrucItes iV ): E 
seien Pfj/J und R(y x } zwei homogene lineare Differenzenausdriicke von 
der Ordnung p bzw. r ohne gemeinsamen Teiler ; sodafi die Resultante A 
der beiden homogenen. linearen Differenzengleichungen P = und 
JR = - (2. Kap., IV u, VI) von Null verschieden ist. Wir bestimmen 



1), GuUlerg, 10. (vgl. Heffter, Journ. fur Math 116, 161 ff.). 



III. Linear e homogene Diffeienzengleichuagen derselben Art 109 

nun einen komogenen linearen Differenzenausdruck P__ l YOU der Ord- 
nung r 1 durck die Grleichung: 



worin T ein homogener linearer Differenzenausdruck yon der Ordnung 
jp 1 1st; fur die Koeffizienten YOU P_ 1 uud T erhalt man durck 
eine ganz analoge Recknung wie im 2. Kap., VI ein nickt komogenes 
lineares Gleickungssystem, dessen Determinante gerade A 1st. 1st 
nun y^ erne Losung YOH E = ; so folgt aas (4) : 

(5) ^W-*?; 

wir nennen daker P_ 1 den su P in "bezug auf den Modul R inversen 
Diff'erengenausdruck. Fiir das kleinste Vielfacke V der beiden Aus- 
driicke P and E gilt nack dem 2. Kap , VI die Gleiekung: 

(6) Y=SP^QE, 

worin 8 und Q komogene Kneare Differenzenausdrticke Yon der Ordnung 
r bzw. p sind; aus dieser Grleiekung folgt: 



worin y^' eine Losung Yon 8 = bedeutet. 1st p ^ r 1, so gekort 
daker die Gleickung 8 = mit It = zu derselben Art. Ferner folgt 
aus (5) und (7) sofort: 

(8) P 



die Gleickungen R = und S=^0 sind also gegenseitig Yon derselben 
Art. 1st umgekekrt 8 = mit E = Yon derselben Art, so folgt 
aus (7), daB P durck E teilbar sein muB: SP= QE. 

Man erhdlt also sdmflicJie GrleicJiungen 8 = 0, die mit E = m 
derselben Art gehoren, indem man das Kleinste gemeinsame Vielfacfie 
wn E und dem allgemeinsten homogenen linearen Differenzenausdruck 
(r l) fcr Ordnung P Mldet. Besitzt'JR mit P einen gemeinsamen 
Teiler Yon der Ordnung v, so wird 8 von der Ordnung r v und 
umgekekrt (vgl. 2. Eap., VI) ; was mit dem obigen Satze ubereinstimmt, 

IV. Assozlierte MfferenzeBgleiehnngen. 1 ) 

Die Tkeorie der Transformation einer linearen komogenen Diffe- 
renzengleickung fukrte uns durck eine spezielle Transformation zur 
Betracktung der linearen komogenen Differ enzengleichungen derselben 
Art. AuBer diesen gibt es nock eine interessante Klasse Yon linearen 

1) Guldberg, 4, 11. 
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homogenen Differenzengleichtragen, die durcb eine andere einfache 
Transformation hervorgehen. 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleiclrang: 

(1) 



y x 



+n 



wo die p x rationale Funktionen der x sind. Es sei y^\ ... ; y^ ein 
System von Fundamentallosungen. Wir betracliten die Determinante 



dieser Losungen: 



n-V 



Diese Determinante gentigt nacli friilierem der linearen homogenen 
Differenzengleicliung erster Ordnung: 



Wir werden nun untersuelien, welcher Gleiclinng die aus denselben 
m Zeilen yon A entnommenen Snbdeterminanten geniigen. 

Wir denben tins die samtlichen Subdeterminanten m ter Ordnung 
dieser Determinante gebildet, wo m<^; die Anzahl dieser Sub- 
determinanten ist gleieh 



1 . 2 - - m 



^ /w\a 
\m/ 



Diejenigen dieser Subdeterminanten, die aus den Elementen des 
Systems 



gebildet sind, wollen wir durch 



11 21 

>*. 



bezeichnen und insbesondere 



nebmen. Ferner bezeiehnen wir jene Determinanten ; die aus u* 1 da- 
durch entstehen ; daB man die y^\ yf\ . . ., y^ und deren sukzessiye 



IV. Assoziierte Differenzengleiclrangen. HI 

Werte durch die sukzessiven Werte gleich hoher Ordnung irgend einer 
anderen Kornbination von m verschiedenen Losungen y^\ y (2 \ . . ., y^ 
ersetzt, mit 

1 2 1 3 I v 

sodaB also die 

< ; " (i, I = 1, 2, 3, . . ., v) 

jene v* Subdeterminanten m ter Ordnung darstellen. Diejenigen Deter- 
minanten, welche aus 

X > &}*'*> .1 

hervorgehen, wenii wir in denselben an die SteRe von yf\ yf\ . .. ? i/ r 
irgend em System von m linear unabhangigen Losungen y *\ y^\ . ., |7 r 
der Gleichung (1) setzen, mogen endlich bezeiclmet werclen durch 

(1) (2) (v) 

Bilden wir die sukzessiven Werte von u und schaffen die eventuell 
auftretenden sukzessiven Werte hoherer als (n l) ter Ordnung der 
y^\ y^\ . . ., f^ m) mit Hilfe der Differenzengleichung (1) fort, so ist 
offenbar: 

(*) tl (1) , *2 (2) , , tv (v) 

und ebenso allgemein 

/(T)\ (*) *1 (1) | *2 (2) j i Zl f (v) 

(A) W j === Q?- W ~j~ GPj U ~j~ * ' ' i" CP* ^v . 

wo die gp^ rationale Funktionen bedeuten, die sich aus den Koeffi- 
zienten von (1) und der en sukzessiven Werten durch rationale 
Operationen zusammen setzen lassen. 

Die Gleichungen (2) bleiben ; wie aus ihrer Bildungsweise sofort 
zu tibersehen ist, bestehen ; wenn man in denselben die i^\ u^\ . . ., -zr 
durch irgend eines der Systeme 

ersetzt. 

Nehmen wir die Gleichungen (2) fur I = 1, 2, , . ., v, und denken 
wir uns aus den so entstehenden v Gleichungen die v 1 GroBen 
i ? elimiuiert, so ergibt sich eine Gleichung von der Form: 



der die Funktionen w* 1 , u'J*, . . ., u % J Genuge leisten und deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x sind. 
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Wenn P von Null verschieden ist, so ist also die Differenzen- 

^ ' 

gleichung (3) auch wirklich von der Ordnung v. Wenn wir fiir i=l 
den Index 1 in der Gleichung (3) weglassen ? so gentigt also u fiir 
jede Wahl der yf\ yf\ . . ., y^ der Differenzengleichung: 



(4) 



4- 

^r 



die demnach auch durch u* l y u^\ . . . ; u^ v befriedigt wird. Da nach 



/I = 1, 2, . . , v 1\ XT , . , 

(=23 ) V031 verschieden 



Voraussetzung P^ = 

ist ; so kann man aus den Grleichungen (2) fiir i=l, k == 1 ; 2 ; . . . ; v ] 

die a^ 1 GroBen u^\ .... w ( ^ berechnen und erhalt 



worin die % rationale Funktionen von x sind; die Differenzenglei- 
chungen (3) fur i = 2 7 3, . . ., v gehoren daher mit der Differenzen- 
gleichung (4) zu derselben Art, 

Die Differenzengleichung o> ter Ordnung (4) ; P M =j=0; nennen wir ; 
analog wie in der Theorie der linearen Differentialgleichungen ; die 
(n m) ie der gegebenen Differenzengleichung (2) assoziierte Differenzen- 
gleichung. Von besonderem Interesse ist die erste Assoziierte ; welche, 
wie man sofort sieht, in engem Zusammenhange mit der adjungierten 
Differenzengleichung (vgl. 3. Kap,, IV) steht. Durch die vollstandige 
Analogie zwischen der einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zugeordneten assoziierten Differentialgleichung und der einer linearen 
homogenen Differenzengleichung assoziierten Differenzengleichung lassen 
sich die meisten formalen Satze uber assoziierte Differentialgleichungen 
ohne weiteres auf assoziierte Differenzengleichungen iibertragen. 

1. Seispiel. Es sei gegeben die lineare homogene Differenzen- 
gleichung dritter Ordnung: 



Es sei 
setzen 



3) ; yf^ e ^ n System von Fundamentallosungen. Wir 



/. w 2/f 

,W ,,( 2 ) 



*, y, 



o? -f 2 



-B -j- 2 



Die erste assoziierte Differenzengleichung, die von der Ordnung 

3 . 2 

- = 3 ist. lautet: 

JL * A 



IV. Assoziierte Differenzengleiclmngen. 
Ein System von Fundamentallosungen ist 
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Ferner ist 






+1 .c + 1 






2. Aufgabe. Em System von Fmidamentallosuagen der 2^% 
3 te ^ ..., (n 2) terL assoziierten Differenzengleiclmngeii befriedigfc nicht 
lineare homogene algebraische Gleichungen. Man bestimme diese 
liomogenen Relationeii fur die zweite assoziierte Differenzengleichung 
emar linearen bomogenen Differenzengleichung vierter Ordnung. (Ygl. 
Schlesinger, Handbucli 1I ; S. 138 ff.). 

Auflosung. Die sechs Determmanten 



bilden ein System von Fundamentallosungen der assoziierten Grleichnng. 
Die gesuchte Beziehung ist: 

3. Aufgabe. Ubertragung der Untersuchungen fiber assoziierte 
Differentialgleichungen (Schlesinger, Handbuch II ; S. 151 ff.) auf Diffe- 
r enzengleicbun gen. 



Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen 



Fiinftes Kapitel. 



I. Begriff der RednziMlitfit einer linearen homogenen 
Differenzeiiglei chiing. *) 

Es sei gegeben die lineare homogene Differ enzengleichung n ie * Ord- 
nimg* 
(1) P(yJ s y e+<t +lfy, + a _ 1 + + jV a - 0. 



Wenn man iiber die Natur der Koeffizienten p x keine besonderen 
Voranssetzungen niaclit ; kann man jede Losung y^ der linearen 
nomogenen Differenzengleichung (1) als Losung der Differenzen- 
gleichung erster Ordntmg: 



auffassen ttad dementsprecliend (vgl. 5. Kap., Ill) die linke Seite 

Ton (1) aus n linearen Differenzenausdrucken erster Ordming zusammen- 

setzen. 

Ftir das analytische Studium der Funktionen, die durch die Diffe- 
renzengleichung (1) definiert werden, ist aber eine solche Zerlegung 
in lineare Diffe renzenausdrti eke erster Ordming nur von geringer Be- 
dentung, wie auch. die entsprechenden Zerlegungen bei algebraiscken 
GleiclmngerL und linearen Differ entialgleiclrungen gezeigt naben. 

Es erweist sich daher notwendig, den Begriff der Reduzibilitat 
in die Tneorie der linearen komogenen Differenzengleichungen ein- 
zufdhren. Es ist znerst notig, erne besondere Voranssetzung iiber 
die Natur der Eoeffizienten p der gegebenen Gleichung (1) zu 
macnen. Wir setzen voraus ? da8 sie rationale Funktionen von x sind. 

Die Gleicknng (1) heiBt dann irreduzibel, wenn sie mit Reiner 
linearen nomogenen Differenzengleicnung niedrigerer Ordnung, deren 
Koeffizienten ebenfalls rationale Funktionen von $ sind ; eine Losung 



1) Pfacherle (u Amaldi), 9, Kap X; Guldberg, lb (19. Okt. 1903). 
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gemeinsain hat; im entgegengesetzten Falle lieififc die Differenzen- 
gleichung (1) reduzibel. 

Eine homogene lineare Differenzengleichung erster Qrdnung mit 
ration alen Koeffizienten wird stets als irreduzibel angesehen, da eine 
homogene lineare Differenzengleichung nullter Ordnung nur die triviale 
Losung y x = besitzt. 

Der so gefaBte Begriff der Irreduzibilitat ist natiirlich ein rela- 
tiver, indem er wesentlieh von den fiber die Natur der Koeffizienten 
der Differenzengleichung getroffenen Annalinien abhangig ist. Man 
sagt im allgememen, daB die Koeffizienten einer linearen homogenen 
Differenzengleicliung einem bestininiten Ration alitatsbereiche (ZJ) an- 
gehoren, wenn sie einem System YOU Funktionen der unabhangigen 
Variablen x angehoren von der Bescliaffenheit 7 daB Siimme, Differenz, 
Produkt und Quotient je zweier inm angehorigen Funktionen sowie 
der sukzessive Wert f(x + 1) jeder ihm angehorigen Funktion f(x) 
gleichfalls in dem System vorkommt. 

Eine lineare homogene DiJBferenzengleichung mit Koeffizienten 
aus heiBt in bezug auf den Rationalitatsbereich 27 irredugibel, wenn 
sie mit keiner linearen homogenen Differenzengleichung niedrigerer 
Ordnung, die ebenfalls nur Koeffizienten aus 2 besitzt, eine Losung 
gemeinsam hat 5 anderenfalls heiBt sie in dem Eationalitatsbereich 2} 
redugibel. 

Einen Kationalitatsbereich Z 1 bilden z. B. alle rationalen Zahlen 
oder alle reellen Zahlen oder die Gresamtheit aller rationalen Funk- 
tionen der Variablen x. 

Wir beschranken uns in den folgenden Untersuchimgen also auf 
den Rationalitatsbereich. aEer rationalen Funktionen. von x. 

Wir stellen nun eine Anzahl von Satzen auf, die denen fur die 
algebraischen Gleichungen und die linearen homogenen Differential- 
gleichungen analog sind. 

Angenommen, die lineare homogene Differenzengleichung P(^)=0 
sei reduzibel, und die Differenzengleichung niedrigerer (m ter ) Ordnung 



worin die g rationale Funktionen von x sind ? mit der sie eine 
Losung gemeinsain hat, sei irreduzibel. Nach. dem 2. Kap. ; IV konnen 
wir Py in der Form schreiben 



wo jS^) einen Differenzenausdruck bedeutet, der von niedrigerer Ord- 
nung ist als Q(y^) 7 der durch die gemeinsamen Losungen von P(^) = Q 
und Q(y x ) ~ annulliert wird und dessen Koeffizienten rationale 
Funktionen von x sind. Da Q(y^) = als irreduzible Differenzen- 



jLj_g 5. Kap. Eeduzibilitat 

gleiehung mit keiner Differenzeiigleichuiig S(y x } = niedrigerer Ord- 
iiung mid mit ration alen Koeffizienten eine Losung gemeinsam habers 
kann, so mufi $(j/J identisch verschwinden, d. h. es ist: 



folglich wird P(y r ] = durch samtliche Losungen von Q(y^ 
befriedigt. 

Wenn also eine Jiomogene lineare Differenzengleichung mit rationalen 
Koeffigienten mit einer irreducible^ Differ enzengleichung mit rationalen 
Koeffmenten eine Losung gemeinsam hat, so wird sie durch alle Losungen 
der irreducible^ DifferemengleicJiung 'befriedigt. 

Smd nnn 



zwei lineare homogene DilFerenzengleicliungen ? bezielmngsweise n ie * 
und m ter Ordnung (m^.n) mit rationalen Koeffizienten, so haben wir ge- 
seheiij dafi man die Frage, ob sie und welche Integrale sie gerneinsam 
haben ; durch ein Verfahren beantworten kann ? welches demjenigen 
znr Aufsuchung des groBten gemeinsamen Tellers zweier ganzen Zahlen 
oder zweier ganzen Punktionen vollig analog ist (vgl. 2. Kap., IV) 
Es sei m > n, dann konnen wir die Kette von Identitaten bilclen: 



(a) 



wo alle H k und P k rationale Koeffizienten haben ; und ; wenn n k die 
Ordnung von P k ist, 

>%> >n l+l 

ist; diese Ungleichungen haben zur Folge ? dafi man endlich zu einem 
verschwindenden n k gelangen muB ? n'amlich spatestens fur /c == m + 1. 
Es sei n t+ i das erste verschwindende n u so ist P t+1 entweder von 
der Form r(x)y x , wo r(x) eine rationale Funktion von x ist, oder 
P f+1 ist identisch gleich Null Irn ersten FaR haben die Differenzen- 
gleichungen P = 7 Q == nur die triviale Losung y == gemein. 
Ist aber r(#) = 0, so sind aEe Integrale von P t = auch Integrale 
von P==0 und Q = 0. 

Hieraus folgt: 

Wewn me lineare Jiomogene Differenzengleicliung reduzibel ist, so 
gibt es eine lineare Jiomogene Differengengleichung niedrigerer Ordnung, 
deren samtUche Integrale der wrgelegten genugen. 

Ist die Gleichung P f = wieder reduzibel, so liefert dasselbe 
Verfahren eine Dlfferenzengleichung von niedrigerer Ordnung ? deren 
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saintliche Integrale der Gleichung P 2 = und folglich der Gleichung 
P = genugen; fahrt man so fort, so mnB man endlich zu einer 
irreduziblen Differenzengleichung Q l = komrnen, die alle ihre Inte- 
grale mit P = gemeinsain hat. 

Wenn also cine lineare liomogem Differenz&ngleiclmng P=0 reduzibel 
ist, so gibt es stets eine ocler mehrere irreducible Differenzengleicliungen, 
die Hire sdmtlichen Lbsungen mit P gememsam haben. 

Wenn die Differenzengleichung P =* durcli alle Integrale der 
irreduzibeln Gleicliung Q l befriedigt wird, so ist 



wo It^ ein Differenzenausdruck mit rational en Koeffizienten in x ist 5 
ist die Gleicliung J? x = wieder reduzibel., und bedeutet Q 2 = eine 
irreduzible Gleichung ; deren Integrale J? x zu NuE macnen ; so ist 



wo I? 2 ein Differenzenausdruck mit rationalen Koeffizienten ist; sollte 
Jt 2 = abermals reduzibel sein, so hatte man so fortzufabren; scHieB- 
lich erhalt man fur die linke Seite der Gleichung P = die Form: 



wo die samtlichen Differenzengleichungen Q% = irreduzibel sind und 
die Summe der Ordnungszablen der Differenzenausdrucke Q l ... Q l 
gleich der Ordnungszabl von P ist. 

Eine solcne Zerlegung eines linearen homogenen Differenzen- 
ausdruckes P in irreduzible Faktoren ist aber durcbaus nicht ein- 
deutig bestimmt (vgl. Nr. II d. Kap.). Dies zeigt das folgende 

Beispiel: Es sei 



und 



Wir haben danu: 



Die Bedeutung des Begriffes der Irreduzibilitat in der Theorie 
der linearen homogenen Differenzengleichungen liegt darin, daB redu- 
zible lineare homogene Differenzengleichungen gewisse Losungen haben, 
die einfacher sind als die allgemeine Losung. Da man durch die 
Kenntnis einer Anzahl von partikularen Losungen das Problem der 
Integration vereinfachen kann, so ist es klar, daB es von Wichtigkeit 
ist, festzustellen, ob eine Differenzengleichung reduzibel ist, und wenn 
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das dor Fall ist, diejenigen Losungen abzusondern, welche den Diffe- 
renzengleichungen niedrigerer Ordnung genugen. 

Die Aufgabe, zu entsclieiden ; waan eine vorgelegte lineare homo- 
gene Differenzengleichung reduzibel ist ; laBt sich auf die Prage redu- 
zieren, wann erne lineare homogene Differenzengleichuiig erne solche 

Losung u^ besitzt, daB -^i_ erne rationale Funktion von x ist, 

Es sei n'amlicb. P(j/J = eine homogene lineare Differenzen- 
gleicliung n i& * Ordnung mit rationalen Koeffizienten, die mit der 
irreduziblen homogenen linearen Differenzengleicliung m tor Ordnung 
^) = die Losungen y^\ . . . 7 y^ gememsam hat. 

Wir betrachten die Determinante: 



und die m Determmanten 



Die Quotienten - miissen rationale Funbtionen von x sein, da sie 

Koeffizienten der Grleichung Q(y^)^0 sind; ferner ist A^^J^^ l) m r(^), 
wo r(#) eine rationale Funktion von a; ist; von derselben Form sind 

A'/O 

dann aucb. die A^, sodafi ~~^i rational ist. 



wissen wir andererseits aus der Theorie der assoziierten 
Gleichungen, daB diese Determinanten Losungen von linearen nomo- 
genen Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten sind. Erne 
dieser assoziierten Gleichungen besitzt daher eine solcbe Losung u x , 

lit 

daB - rational ist. Ist dieses fur sumtlicne assoziierte Gleichungen 

L 
gepriift worden, so hat man mit den gefundenen Losungen die mog- 

lichen Werte fiir A ( C 0) und A^ bestimmt und folglich auch n ihre 
Quotienten. Man hat dann die A und A so zu kombinieren, daB 

A w * . * 

ihre Quotienten ~ rational sind. Fur jede so gebildete lineare 

homogene DiJfferenzengleichung m ter Ordnung mufi untersucht werden ; 
ob ihre allgemeine Losung der Gleichung P(y^) = geniigt. 

1. Aufgabe. Wie lautet die allgemeine Form einer linearen 
homogenen Differenzengleichung zweiter Ordnung ; wenn sie redu- 
zibel ist? 
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Auflbsung: 



wo R x erne rationale Funktion von x ist. 

Ein System YOU Fundamentallosungen 1st: 



worm 



B&ispiel. Die Gleicliung: 



ist reduzibel (vgl. das vorhergeliende Beispiel). Hier 1st p x = 2 ^- 

J 



- 

J3 j 1 

und ^ = 5^L, Dj e beiden Fundamentallosungen sind ^=$; 

2/f - . " 

2. Sate. Jede lineare homogene Differenzengleleliung ; die yiel- 
fache Losungen besitzt, ist reduzibel. (Guldberg, 3.- Tgl. 3. Kap. ? II.) 

3. &^. Gehort eine lineare komogene Differenzengleicb.ung 
(n v) tor Ordnung mit einer linearen bomogenen Differenzengleicliung 
^ ter Ordnung zu derselben Art, so ist die letztere reduzibel. (Gnj&d- 
lerg, 8., vgL 1. Kap. ? HI ; Schlufi.) 

4. ^Sate, Wenn eiue lineare komogene Differenzengleichung n ter Ord- 
nung irreduzibel ist, so sind samtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleicliungen derselben Art irreduzibel. (Grulctberg, 10.) 

5 Satz. Wenn eine lineare liomogene DifFerenzengleichung n i61 Ord- 
nung reduzibel ist, so sind samtlielie linearen komogenen Diflferenzen* 
gleichungen derselben Art reduzibel oder von niedrigerer als n^* Ord- 
nung. (Gruldberg, 10.) 

II. Die Zerlegnng tomogener limearer Differenzeiiaiisdriicke 
in irreduziblo Faktoren. 1 ) 

Ist 



eine lineare liomogene Differenzengleichung n iBT Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten, so kann man den linearen homogenen Differenzenans- 



1) Cruldberg, 6 ; vgl die analogen Untersuclmngen uber homogenene lineare 
Differential gleichungen von A Loewy, Math. Ann. 50, 565 C 
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druck P in irreduzible Faktoren zerlegen: 



sodaB die Summe der Ordnungen dieser Faktoren gleich der Ordming 
von P wircl; Q 7 = 0, Q^_ l = 0, .. ., Q% = 0, $ x = sind irreduzible 
hornogene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten. 
Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen Differenzenausdruckes 
P in irreduzible Faktoren 1st, wie wir sab en, durchaus nicht eindeutig 
bestimmt. Es gilt nun der Satz: 

Auf ivelche Art und Weise aucJi immer ein linearer Jiomogener 
Differenzenausdruck in irreducible Faltoren zerlegt wird, so ~kann man 
die Faktoren einer jeden Zerlegung einander eineindeutig so guordnen, 
da/3 immer die beiden durch NuUsdzen der zugeordneten Falitoren ent- 
stehenden irreduzillen linearen homogenen Differengengleichungen gegen- 
seitig von derselben Art sind. 

Wir well en also den folgenden Satz beweisen: 

1st neben 

(1) J?Ci^-i-.-C 9 ft 

auclx 

(2) P-JST^.,...^^ 

eine zweite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren ? so kann man 
einer jeden der linearen liomogenen irreduziblen Differenzengleicbungen 
Q a == ((?== 1; 2 ; . . .^ /l) ; die bei der Zerlegung (1) resultieren ? eine 
gewisse lineare homogene irreduzible Differenzengleichung K z === so 
zuordnen ? daB bei dieser Zuordnung ein jeder Faktor yon (2) nur einmal 
verwandt wird ? Merdurcli alle Faktoren K u , %-!> *v -^i ( uur 
eventuell nicht in dieser Reihenfolge) erschopft werden und die beiden 
zugeordneten Differenzengleicbungen imrner gegenseitig von derselben 
Art sind. 

Fiir lineare homogene Differenzenausdriicke P erster Ordnung ist 
unser Satz offenbar riclitig; denn in diesem Falle ist P irreduzibel. 
Wir konnen dalier das Theorem far alle Differenzenausdriicke P von 
niedrigerer als n ie * Ordnung als bewiesen betrackten und brauchen es 
nur fur solche n te * Ordnung zu beweisen. 

Beim Beweise sind zwei Falle zu unterscheiden ? jenachdem die 
beiden irreduziblen bomogenen linearen Differenzengleichungen Q = 
und IL^ ===== ein Integral oder kein Integral gemeinsam haben. 

1. Haben Q (J und X 1 = ein Integral gemeinsam ; so haben 
sie infolge ihrer Irreduzibilitat alle Integrale gemeinsam; sie sind 
daher gegenseitig von derselben Art. In diesem Falle konnen sick 
K^ und Q 1 nur um einen bloB von der Variablen x abhaiigigen Faktor, 
der eine rationale Funktion ist, unterscheiden. Es wird also: 
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a) 1st f(x) = 1 ; so wird K^ = Q l ; hieraus folgt, daB 



wird. Man hat Hermit die Zerlegung eines linearen homogenen Diffe- 
renzenausdruckes YOU niedrigerer als n teT Ordnung in irreduzible Fak- 
toren auf zwei Arten gewonnen. Fur 6inen Differenzenausdruek 
niedrigerer als n ter Ordnnng ist der Satz als bewiesen zu betraehten. 
Beachtet man ; daB K = und Q = gewiB YOU derselben Art 
sind denn K ist Her gleich Q l ; so ist in dein betractteten 
FaHe unser Theorem ftLr die Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 
b) Ist f(x) Yon der Einheit Yerschieden ; so ergibt sich: 

(3) P = A; . . . K 3 K 2 K, = ^ . . . //& . 

Man ftihre die durch das Symbol K 2 ausgedriickte Operation aus und 
ordne nach sukzessiven Werten von Q^ auf diese Weise erhalt rnan: 

(4) K.fQ^EQ,, also ^(fyJ-BfyJ. 

Betrachtet man daher die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichnngen K 2 = und R = Q } so findet man durch Multiplikation 
der Elemente eines Fundamentalsystems YOU Integralen Yon J? = 
mit f(x) die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen Yon 
JT 2 = 0. Hieraus folgt^ daB K% = und Jt = gegenseitig Yon der- 
selben Art sind 1 ); mithin ist auch B = wie K 2 = irreduzibel. 
Die Grleichungen (3) und (4) liefern infolge der Irreduzibilitat Yon 
It =a fur P die Zerlegung: 



(5) P = K fl .. 

in irreduzible Faktoren. Aus (5) und (1) folgt: 



Wir haben jetzt einen linearen homogenen Differenzenausdruck Yon 
niedrigerer als n tBX Ordnung in irreduzible Faktoren zerlegt. Hieraus 
folgt: 

Man kann die Gleichungen 



den Grleichungen 

K u = 0, J^_,-0, ..., 3 = 0, B = 

in einer gewissen Reihenfolge (die anders als die hinges ckriebene 



1) Sie sind sogar ahnlich. 
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sein kann) so eindeutig zuordnen, daB zwei zugeordnete Differenzen- 
gleiclmngeii Immer von derselben Art sind. Moge der Differenzen- 
gleichung It = etwa die Gleiclmng Q g = zugeordnet sein, so 
vertlen, da E = und JT S = gegenseitig YOB derselben Art sind, 
aueh @=0 und JT 2 = gegenseitig Yon derselben Art sein miissen. 
JEi === 0%nd iQ-L = O'sind, da sie alle Integrale gemeinsam haben, YOU 
derselben Art. Hiermit ist nnser Satz im FaUe b) fur die beiden 
Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

2. Haben die beiden homogenen linearen Differ enzengleicliun gen 
Zi = und Q l = kem Integral gemeinsam ; so gibt es eine lineare 
hornogene Differenzengleicliung U mit rationalen Koeffizienten, 
deren^Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von JE^ und 
^ ist und welche durch alle Integrale von S^ = und $^= 
erfullt wird. Der lineare homogene DiPerenzenausdruck U 9 das kleinste 
gemeinsame Vielfache 1 ) Yon K und Q i7 ist bis auf einen nur Yon x 
abh'angigen Faktor vollig bestimmt und sowohl durcn K als aucli 
durch $! teilbar, Mithm ergibt sich: 



Bezeiclinet man mit yf\ y, ..., y ( die Elemente eines Funda- 
mentalsystemes Yon Integralen von Q^ = 0, mit x , *# 9 - > *. / ^ e " 
jenigen Yon K t 0, so hat die Differenzengleichung 7=0 die 
Fanktionen y, yf\ ..., y^; ^ l) , ^, . ., ^ zu emem Fundamental- 
system Yon Integralen. BetracLtet man. die lineare homogene Diffe- 
renzengleicliiing A = 0, so bilden die Funktionen 



ein Fundamentalsystem von Integralen von J.==0. Folglich ist -4 = 
mit J^.^0 Yon derselben Art; da aber die beiden Differenzengleichungen 
offenbar dieselbe Ordnung haben, so sind A = und K^ = gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilitat Yon JE^ = muB 
mithin -4 = auct irreduzibel sein. 

Betrachtet man ferner die lineare homogene Differenzengleicliung 

J9- 0, so bilden fur diese die Funktionen ^ (^) , ^ (yf ] ) , . . ., JS; (y ( / 5 ) 
ein Fundamentalsystem Yon Integralen. Folglich ist S = mit ^ = 
Yon derselben Art; denn yj 1} , yj 2) , . . ., y[ f} sind die Elemente eines 
Fundamentalsystems Yon ^ = 0. Die beiden Differenzengleichungen 

1) Vgl. 
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IB = und Q 1 = haben dieselbe Ordnung; daher sind sie gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilitat von Q 1 nmB 
folglieh auch I? = irreduzibel sein 

Da P durch .5^ und Q i teilbar ist, so muB P aucli dnrch ihr 
kleinstes gememsarnes Vielfaches U teilbar sein. Es wird dalier: 

P-FZ7. 

Zerlegt man V In irreduzible Paktoren: 

7= L, T -i-- I 1; 

und beachtet. daB 



zwei Zerlegungen von U in irreduzible Faktoren sind, so findet man 
fur P die beiden weiteren Zerlegungen: 

(6) P = L v L v _ 1 ... 

(7) P = 44_i 

In irreduzible Faktoren. 

Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differenzen- 
gleichungen: 

(8) i,-0, L^-0, ..., A = ; ^ = 0, ft-0 

die bei der Zerlegung (7 ) entstehenden Differenzengleichungen in der 
folgenden Reihenfolge: 

(9) L v = 0, L^O,..., 4 = 0, 2^-0,5-0 

zu, so sind imrner zwei zugeordnete Differenzengleichungen gegenseitig 
von derselben Art. Da die Zerlegungen (I) und (6) beide mit Q t 
schlieBen ; so folgt aus a), daB man den Gleichungen (8) die bei der 
Zerlegung (1) sich ergebenden Gleichungen in elner gewissen Eeihen- 
folge derart eineindeutig zuordnen kann ; daB zwei zugeordnete Glei- 
chungen immer ron derselben Art smd. Hierdurch. wird aber auch eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen den Gleichungen (9) und den bei 
der Zerlegung (1) resultierenden Gleichungen in einer gewissen Reihen- 
folge vermittelt derart, daB zwei zugeordnete Gleichungen imraer von 
derselben Art sind. Beachtet man noch ? daB die Zerlegungen (2) 
und (7) beide mit E schlieBen, so wird es moglicti, die Gleichungen (9) 
durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen Differenzengleichungen 
zu ersetzen. Hierdurch, hat man schlieBlich die verlangte Znordnung 
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zwisclien den aus (1) und (2) resultierenclen Gieichimgen. Diese Zu- 
orclnung 1st eineindeutig, nnd zwei zugeordnete Differenzengleichungen 
siinl imnier von derselben Art. 



III. Yollstandlge rednzible homogene lineare Differenzen- 

gleidningen. 1 ) 

Wir haben gesehen: wenn eine lineare homogene Differenzen- 
gleichung vorgelegt ist ; so kann eg eine einzige, oder eine endliche 
Anzahl, oder unendlieh viele verschiedene homogene lineare Differenzen- 
gleiehungen geben, durcTi deren Losungen die vorgelegte Differenzen- 
gleichung erfullt wird. Wir werden jetzt einen neuen BegnJBf ein- 
fiiliren^ namlich den der yollstandig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichnng. Dieser ist insofern fur unsere Theorie von Be- 
deutung; als zu jeder liomogenen linearen Differenzengleichung eine 
eindeutig bestimmte groBte vollstandig reduzible lineare homogene 
Differenzengleichung gehort und diese letztere liber alle irreduzibleu 
homogenen linearen Differenzengleichungen ? deren Losungen der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung geniigen ; Aus- 
kunft erteilt. 

Wir definieren: Eine lineare homogene Differenzengleichtmg* 
V(y^) = mit rationalen Koeffizienteo heiBt vollstandig reduzibel^ 
wenn man von einander verschiedene irreduzible lineare homogene 
Differenzengleichungen ^(^ = 0; e7" a (yj = 0, . ., ^(y^^O mit 
rationalen Koeffizienten derart finden kann ; dafi die Ordnung der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung V(y x ) = gleich 
der Summe der Ordnungen von Ji(y^) = ; J^(y^) = ; ... ; J y (y^) = 
ist nnd F(y ;r ) = nnter alien linearen homogenen Differenzengleichungen 
diejenige niedrigster Ordnung ist, welche durcht die Integrale aller 
Differenzengleichungen e/i^J = 0, J~ ? (VJ = 0, . . ., JT g (y x ) = gleich- 
zeitig erfullt wird. Von der vollstandig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung F(^) = sagt man auch: sie ist das kleinste 
gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen 



Eine vollstandig rednzible lineare homogene Differenzengleichung" 
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, 
charakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens ein Fundamental- 
system von Losungen derart, daB jedes Element dieses Fundamental- 
systems auch Losung einer irredugiblen linearen homogenen Differenzen- 



1) GuZdlerg, U. 
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.gleichung init ration alen Koeffizienten "wird ; was im allgemeinen dureh- 
aus nicht der Fall zu sein braucht *) 

Ein spezieller Fall der vollstandig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung 1st die irreduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung. 

Niclit jede lineare liomogene Differenzengleicliung 



mit rationalen Koeffizienten 1st vollstandig reduzibel. Infolgedessen 
empfiehlt es sick, den Begriff der grofiten vollstandig reduziblen linearen 
hoinogenen Differenzengleicliung, die zii einer gegebenen hoinogenen 
linearen Differenzengleichung Q(y x ) = mit rationalen Koeffizienten 
geb.6rt ; einzuf iihren : 

1st V(y^) == eine vollstandig reduzible lineare homogene Diffe- 
renzengleichung mit rationalen Koeffizienten, deren samtliclie Losungen. 
der vorgelegten linearen homogenen Differenzengleicliung geniigen, und 
existiert keine irreduzible lineare liomogene Differenzengleicnung mit 
rationalen Koeffizienten, deren Losungen der Differenzengleicliung 
Q(y^ = 0? aber niclit V(y^) = genugen, so sagen wir: V(y^) = 
1st erne grofite vollstandig reduzible lineare homogene Differenzen- 
gleicnung ? die zu Q(y x ) = gehorl 

Die hier gegebenen Definitionen sind ganz analog den von Loeivy 
(Math.. Ann. 62 ; 89 117) fur lineare homogene Differentialgleichungen 
gegebenen. Die Satze ; die sich aus diesen Definitionen herleiten 
lassen^ sind daher den fur die linearen Differentialgleichungen be- 
stehenden Satzen analog und lassen sich ohne Schwierigkeit beweisen. 
Wir geben deshalb nur die Haupts'atze ohne Beweis und verweisen 
auf die oben zitierte Abhandlung von Loewy. 

Satz I: Zu jeder Jiomogenen linearen Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten gibt es eine ein#ige wohlbestiwmte mgehorige 
grofite vollstandig reducible liomogene lineare Differenzengleicliung mit 
rationalen Eoeffitsienten. 

Sat0 II: Eine vollstandig reducible homogene lineare Differensen- 
gleichung ist entiveder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele 
Arten Meinstes gemeinsames Vielfache irredu&ibler homogener linearer 
Differenzengleicliungen. Nottvendig und Jiinreichend, damit eine homogene 
lineare Differemengleichung mit unendlicJi vielen irreduziblen Jwmogenen 
linearen Differen^engleicfiungen Integrale gemeinsam hat, ist, daft dies 
fur die 211 iJir geliorige grbfite vollstandig reducible liomogene lineare 
Differenzengleichung mtrifft. 



1) Es 1st dies ein ekarakteristisclier UnterscMed gegenuber den algebraisclien 
Gleidmngen, bei denen jede Wurzel einer irreduktiblen G-leielmng geniigt. 
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Hieraus ergeben sicli nocli folgende Satze: 

Sate 111 1 }: Gilt es fur eine reducible Jwmogene lineare Differenzen- 
gleiclning eine cinzige oder eine endlictie An&alil versclwedentr irreduzibler 
liomogener linearer Differenzengleichungen, durcli deren Integrate die vor- 
gelegte Gleiclmng lefriedigt wird, so ist die Sunime der Ordnungen 
dieser irredusiblen Differen&engleicliungen stets Ideiner oder Jwchstens 
gleicli der Ordnung der vorgelegten Gleichung. 

Sate IF 1 ): Damit eine liomogene lineare Differenzengleiclnmg mit 
unendlicli vielen irreduziblen Jiomogenen linearen Differ enzengleichungen 
Integrate gemeinsam luibe, ist notwendig und MnreichenJ, daft icenigstens 

derselben gegenseitig von derselben Art sind. 



1) Guldberg, 9* (vgl. Loewy, Math. Ann. 50, 4) 
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Grappeatheorie 2, Tell. Die Eationalltatsgruppe, 

I. Die Bationalltatsgriippe einer lioniogenen linearen 
DifferenzeBgleichimg. x ) 

Es sei gegeben die liomogene lineare Differenzengleichung rait 
rationalen Koeffizienten: 



Wir Ibezeiclinen mit y\ . . . ; y^ ein System yon Fundamentallosungen. 
Wir setzen: 



wo die a x wiUkiirliche rationale Funktionen yon x sind. Die Fnnktion 
V x befriedigt eine lineare homoge^ Differenzengleichung yon der 
Ordnung n* mit rationalen Koeffizienten: Urn diese Gleichung za 
finden ; bilden wir die sukzessiyen Werte: 

V xl 'x + l? ' " '? ^x + n-j 

ausgedriickt durch yf\ y\ . . . , y^ und ihre sukzessiyen Werte bis 

IfS..!, ; - -, y ( ^, i^em wir ., . . ., y , y . +> , . . . dtrcfa. 

die Gleichung (P) wegscliaffen. Eliminiert man zwisclien diesen 

w?+ 1 Gleichungen die y nnd ihre sukzessiven Werte ? so erhalt 
man, die gesuchte Gleiclmng: 

(A) V m+ + + Pf Y,^ + - - . + Pf } V x - 0; 

die P^ sind rationale Funktionen yon x. 
Diese Gleichung hat die n 2 Losungen 



Sind die a willktirlich gewahlt ; so sind die w? Losungen linear un- 



1) GuWerg, 2, 7*, 11. 
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abhangig; denn iin entgegengesetzten Fall konnte man eine Differenzen- 
gleiehurig bildeu, cler die a geniigen, namlich D(a y\ = ; wo 
D die ;? Determmante" der n* Funktionen af yf ) (v,lz = 1 ; 2 ; . . ; n) ist. 
Dieses vorausgesetzt, lassen die y sich rational durch V x und 
seine sukzessiven Werte ausdriicken: 

y ( ? = *tV a + a, V x+ i + --- + KK > F^_ 1; 



wo die a, , . ., A rationale Funktionen von x sind 

Ans den Gleichungen (a) folgt ; daB jedei* Losung der linearen 
nomogenen Differenzengleichung (A) ein System von n Losungen der 
linearen honiogenen Differenzengleicbung (P) entspricht. 

Dieses System mu6 aber nicht notwendig ein Fundamentalsystem 
sein. Die Bedingung dafiir, daB zwiscnen den darch die Grleichungen (a) 
definiertenw Losungen der Gleichung (P) eine homogene lineare Relation 
niit ?; konstanten" Koeffizienten stattfindet ; ist das Versenwinden der 
Determmante: 



Das gibt ; wenn man die y^ +k durch die Gleichungen (a) be'stimnit, 
eine algebraische Differenzengleichung fiir V x : 



deren Ordnung m nocbstens gleieb. w? 1 ist und deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x sind 

Denjenigen Losungen der Gleichung (A) ; die nicht auch die 
Gleichung (9) befriedigen ; entspricht dann vermoge der Gleichungen (a) 
ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (P). 

Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung (P) ganz 
willkiirlich gewahlt, so wird ini allgemeinen die Gleichung (A) keine 
Losung, die der Gleichung (tp) nicht geniigt, mit emer anderen Diffe- 
renzengleichung niedrigerer Ordnung mit rational en Koeffizienten ge- 
meinsam haben. 

Dagegen kann es bei spezieller Wahl der Funktionen y^\ ... ; y^ 
vorkommen, daB die Losungen der Gleichung (A), die der Differenzen- 
gleichung (<p) nicht gemigen, doch eine algebraische Differenzenglei- 
chung von niedrigerer als der % 2ten Ordnung befriedigen. 

Moge 
< f ) / r (^^,T r . + i,.-,F. + ,) = 0, 

wo f eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, die 
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algebraisclie Differenzengleichung niedrigsier Ordnung (p) bedeuten, 
welche eine gemeinsame Losung mit (A) hat, die nieht 'gleichzeitig 
der Gleichung (<p) geniigt; die Gleichung (f) sei In bezug auf V x + 
in algebraischem Siruie irreduzibel. * P 

Es ist zunachst klar ? daB jede Losung yon (f), die nicht der 
Gleichung (g?) geniigt, die Gleichung (A) befriedigen muB. Demi ans 
den Gleichungen (f ) und (A) konnen wir eine neue Differenzengleichung 
^ = bilden, die hochstens von der Ordnung p 1 ist, und der die 
gemeinsame Losung der GHeichungen (A) und (f) geniigt: Wir brauchen 
dabei nur mittels der Gleichung (f) and der daraus abgeleiteten 
Gleieliungen 



die sukzessiven Werte V x + p , V x+3t+l ,..., F 1+B a aus der Gieichung (A) 
zu eliminieren. Die Gleichung ^ = muB' aber eine Identitat sein ; 
denn sonst ware f = nickt, nacli der Voraussetzung, die Differenzen- 
gleichung niedrigster Ordnung, die mit (A) eine gemeinsame Losung 
hat; d. h. jede Losung von (f) ist eine Losung von (A). 

Es sei nun F x (1) eine partikulare Losung der Differenzengleichung (f ) 7 
und es moge derselben gemafi den Grleichungen (a) das System von 
Fundamentallosungen y\ . . . 9 y ( f der Gleichung (P) entsprechen. Sei 
ferner V x eine beliebige andere Losung von (f) und 0, . . ., # (n} das 
entsprechende Fundamentalsjstem von (P). Dann ist 



(S) 



* w = 



worin die ]8 a ;; Konstanten" sind. 

Wir -wollen die Gesamtheit der linearen Transformationen (S) be- 
trachten ; die auf diese Weise dem TTbergang von einer partikularen 
Losung 7J X) der Gleichung (f) zu alien iibrigen Losungen oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, dem "Ubergang zu der allgemeinen Losung 
von (f) entsprechen. 

Die aHgemeine Losung von (f) ist eine Losung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A). Wenn wir also durch 



ein Fundamentalsystem von (A) bezeichnen^ so ist die allgemeine 
Losung V x von (f) in der Form 



darstellbar, wo die Q ;; Konstanten" sind. 

Wallenberg. Lineare Different engleichungen. 
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Bilden wir die sukzessiven Werte von V x und setzen diese Aus- 
drucke in die Gleichung (f) ein ? so folgt aus dera Umstande,, daB V x 
die allgemeine Losung von (f ) ist, daB zwischen den n* ? ,Konstanten" O i 
eine gewisse Anzahl algebraischer Beziehungen bestehen mufi. Da 
wir aber p willkilrliclie ,,Konstanten" haben, so werden die GI alge- 
braisclie Funktionen von p willkurlichen ?? Konstanten" sein. 

Eolglict. sind aueh in den Substitutionen (S) die ;; Konstanten a 
ft tk algebraische Funktionen von j> wiUkiiiiiclien Parametern I. 

Die so erhaltenen algebraischen Relationen zwisclien den p lk 
driicken aus^ daB 7 wenn die y^ einer willkiirliclien Losung von (f) 
entsprechen, die durcli die Substitution (S) abgeleiteten $ einer 
anderen Losung "von (f) entsprecKen. 

TJnter diesen Umstanden ist es klar ; daB ; wenn man zwei solche 
Substitntionen (S) betrachtet ? die zwei verschiedenen Systemen der 
Parameter 1 entspreclien ; das ; ,Produkt" zweier soldier Substitutionen 
wieder eine Substitution derselben Form ist ; wo die Parameter 1 durch 
ein drittes Wertsystem bestimmt sind. Man sagt dann: 

Die Subst^tutlonen (S) fiilden eine JcontimtierUche Transformations- 
gntppe. x ) 

TVir bezeichnen diese lineare homogene Transformationsgruppe 
mit Gr und nennen sie die Rationalitatsgruppe der gegebenen linearen 
bomogenen DifFerenzengleichung (P). 

Es gilt nun der Satz: 

Jede rationale Differen&enfunJition der Elemente [y x ] eines F^mda- 
mentalsystems der Differen#englcichmg (P), die gleich einer rationales 
Function von x ist, Uleibt als Funktion von x ungeandert, wenn 
man auf die [y x ] eine Transformation der Gntppe Gr anwendet; und 
umgekektt: jede rationale Differ en&enfunldion der [y^, die als Funktion 
von x ~bei der Transformation von G ungeandert Neibt, ist eine rationale 
Funktion von x. 

Es sei J?[j/J eine rationale Differ enzenfunktion von der voraus- 
gesetzten Beschaffenheil Ersetzt man die yf\ . . ., y^ und ihre 



1) Es sei eine Schar von oo r Transformationen vorgelegt 
(a) y t 



wo die / regulare analytisclae Funktionen ihrer Argumente und die a Konstanten 
sind. Ist die Aufeinanclerfolge irgejid zweier Transformationen dieser Schar stets 
einer einzigen Transformation der Schar aquivalent, so definieren die Oleichungen (a) 
ein r-gliedrige kontinnierliche Transformationsgruppe. 

Die Theorie der kontinnierlichen Transformationsgruppen riihrt von Sophus 
Lie her. Eine eingehende Darstellung dieser Theorie findet man bei S. Lie und 
F. Engel: Theorie der Transformationsgruppen , Leipzig 1888. Man vgl. auch 
L. Sehlesinger: Handbuch d Theorie der linearen Differenzengleichungen Bd. II, 
S. Iff. 
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sukzessiven Werte dureh ihre Ausdriicke (a), so verwandelt sich 

wena fur V x eine gewisse partiknlare Losung der Gleichung (f) ge- 

nommen wird, in einen Ausdrack: 



der zufolge der Voraussetzung gleich einer rationalen Funktion g(x) 

von x ist. Dann liat die Differenzengleichung 

(F) F(V x ,V x+l ,...,V x ^ = <j(x) 

mit der irreduziblen Differenzengleichung (f) eine Losung gemeinsam; 
sie wird folglich durch alle Losungen von (f) befriedigt, da man im 
entgegengesetzten Falle durch Elimination der v p+l GroBen F,. +p7 
F T+ll+l; ..., F^ r aus den v-p + 2 Gleictmigen (F)^(f), (fj, 
^ = |^ ? .. ., vp) zn einer Differenzengleichung ^ = von niedrigerer 
Ordnung als (f ) kommen wiirde ; die mit der Gleiehung (f ) eine Losung 
gemeinsaxn hat, was gegen die Voraussetzung ist. Der Ausdruck F 
andert sich also nieht, d. h. er bleibt dieselbe Funktion von x, wenn 
man V x durch eine beliebige andere Losung von (f) ersetzt. Dies 
besagt "aber nichts anderes, als daB JS[yJ als Funktion von x un- 
verandert bleibt, wenn man auf die y, . . ., y^ eine Transformation 
(S) der Grruppe G ausiibt. 

Sei urngekehrt die rationale Differenzenfunktion JR[yJ, als Funk- 
tion von x betrachtet, eine Invariante von Gr, Ersetzt man wieder 
die y (l \ . . ., y^ und ibre sukzessiven Werte durch die Ausdrticke (a) ; 
wodurch sich E[y x \ in F verwandelt, so stellt wegen der Unverander- 
lichkeit von JZ[yJ bei Anwendung einer Transformation von G der 
Ausdruck F dieselbe Funktion von x dar ; welche Losung der Glei- 
chung (f) man auch fiir V 9 einsetzen mag Bedeutet ^ den Grad des 
hochsten sukzessiven Wertes V x ^ in der Gleiehung (f), so hat diese 
Gleiehung fiir wilTknrlicJie Werte von 

W? ^xy ' ~7 *x+p-i. 

^ verschiedene Wurzeln V x + p - 

Nun kann man mittels der Gleiehungen (f ) und (f 2 ) (1 1, 2, . . . , v -p) 
bewirken, daB F die sukzessiven Werte F^+p, F^+^+i? . .., F^,, 
hochstens in der (^ l) ten Potenz enthalt; die so reduzierte Funk- 
tion F wollen wir mit 

x, V X7 V x 1? . . ., F ar+v ) (F eine rationale Funktion ihrer Argumente) 



bezeichnen. Fiir einen gegebenen Wert von x nimmt nach Vorstehendem 
F denselben Wert an, wenn fiir F a , F B+1 ,.. ., V a+v irgend ein diesem 
Wert von x entsprechendes Wertsystem gesetzt wird ; welches den 

9* 
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Gleidiungen (f) nnd (f ; j (A -=1,2,,. ,vp) genugt. Nun kann man 
zunachst F^ V x + i9 . .., "P^-i wUlMrlich wahlen, dann aus (f) 
irgendeinen der zugeliorigen p Werte von T^^, ferner aus (fj irgend- 
einender dazu gehongen p, Werte von V x+pJrl usf, schlieBlicb aus (f r _ p ) 
irgend einen der zugeliorigen /u, Werte von F a?+r ; fur_ alle diese Wert- 
systeme nimrat _F denselben Wert an. Da aber F die subzessiven 
Werte V x+p9 V x+p + l , . . ., F^ nur in der (^~-l) te11 Potenz enthalt, 
so 1st das wegen der algebraischen Irreduzibilitat der Gleichung (f) 
nur mdglich, wenn F die GrrdBen V X9 V xJrlJ . . ., V x+v iiberhaupt 
nickt rnenr enttalt. Es ist also F und daher aucn F eine rationale 
Funktion von x. Q. e. d. 

II. A. Eednzibllitat der Rationalitatsgrappe. 
B. Bie Eationalitatsgruppe von Dlfferenzengleicliungeu 

derselften Art. 

A. Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten: 



(P) POO = y x+n 

reduzibel, so existiert nach dem 5. Kap. eine lineare komogene Diffe- 
renzengleicliung niedrigerer Ordnung mit rationalen Koefflzienten, etwa 
die folgende: 
(a) E(v ) = v + r (l] ij , H ----- h r^y = 0, 

\ J "^Wrc/ ^x+v ' us ^cc+v l ' ' us &x 1 

deren samtliche Losungen auch Losungen der gegebenen Grleichung 
P(y x ] = sind. 

Sei 



ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (a), so mu8 durcn 
die Rationalitatsgruppe G der gegebenen Grleiehung die lineare Sonar 



in sich selbst transformiert werden; denn existierte eine Transformation 
von Gr, die eine Losung y x von (a) in eine Losung y x iiberftihrte, 
die nicnt zu (b) gehort, so miiBte die Grleichung (a) die Imke 
Seite H(y^) der Grleichung hat ja emen rationalen Wert (namlich Null), 
bleibt also invariant bei dieser Transformation durch y x befriedigt 
werden ; was unmoglich ist, d. h. die Rationalitatsgmppe G ist reduzibel. 1 -) 

1) 1st G irgend eine Grappe linearer homogeaer Snbstitutionen in n Yariablen 
uad kann man diese Grnppe durch Einfuhrung von neuen Yariablen, welche 
lineare homogene JBIombinationen der alten Variablen mit konstanten Koeffizienten 
sind, so transformieren, daB sich nach der Transformation bei alien Substitntionen 
der transformierten Gruppe v der nenen Yariablen, wobei v <^n ist, nur linear 
tmtereinander substituieren, so heifit die Gruppe G reduzibeL 
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1st uingekehrt die Rationalitatsgruppe der gegebenen Gleichung 
reduzibel, also etwa von der folgenden Form: 



so sind die Koeffizienten der linearen homogenen Differenzengieichung 
v ter Ordnung, YOU weleher y^\ yf\ . . ., y^ ein Puiidameiitalsystem 
von Losungen bilden,, invariant bei G 1 } tind liaben folglich einen ratio- 
nalen Wert; die gegebene Gleichung ist also reduzibel. 

Aus diesen Bemerkungen folgt: Wenn'j die Eationalitatsgruppe 
einer linearen homogenen Differenzengleiehung P(y^} =* yon der 
Ordnung n rednzibel ist und daher in, die Form 



gebracht werden kann, wobei Gr n einen Inbegriff von Matrizes mit 
v Zeilen und v Kolonnen ; G 21 einen Inbegriff von Matrizes von 
n v Zeilen und v Kolonnen, 6r 2 e> einen Inbegriff von Matrizes mit 
n v Zeilen nnd n v Kolonnen, w>w v>0, bedeutet, so gibt 
es stets eine lineare homogene Differenzengleiclinng R(y,^) = von 
der Ordnung v mit rationalen Koeffizienten, deren samtliche Integrate 
der Gleicbung P(y x ) = gentigen und welche G n als Rationalitats- 
gruppe hat. 

B. Wir wenden uns jetzt zur Beziehung zwischen dero. Artbegi'iff 
und der Rationalitatsgruppe einer homogenen linearen Differenzen- 
gleiehung. 

Es seien gegeben die beiden homogenen linearen Differenzen- 
gleiehungen 

(1) J^^y +1 ,Wj, +...+pW 

(m< n\ 

(2) (O s '. + .+ . W '. + .-i + ' ' ' + 2?'- - > ~ 



1) Vgl 4 Kap., I. 
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mit rationalen Koeffizienten, und es bestehe die Bezieliung 



wo die a^ rationale Funktionen der x sind. 

Die Gleiclrang (2) ist also mit (1) von derselben Art. 1st 
m = n v, so esistiert eine lineare liomogene Differenzengleicliung 
v ter Ordnung mit rationalen Koeffizienten P^(y^) = ; deren samtliehe 
Losimgen der Gleichung (1) genugen (vgl 4 Kap ; III). 

Wir setzen (betreffs der Bezeiebirangen vgl. 4. Kap. ; III): 



und ferner: 

l = n l = n l = n 

1=1 1=1 1=1 

hierbei bedeutet 1 LI ( ; H^T" ' V ~*~" J ' "' j ein System von n(nv) will- 

\t I, , . . ., n J 

kurlichen ;? Konstanten 4 ^ die nur der Bedingung unterworfen sind, daB 
die Determinante ( l kl >' Qt, I = 1, 2, . . ., ti) von Null verschieden ist ; 
damit die n Funktionen ^ ; t^ , . . , ; r ein Fundamentalsystem von 
Losimgen der Differenzengleicliung Pij/J = bilden; die ersten 
v Funktionen t^\ tf\ ..., t^ sind die Elemente eines Fundamental- 
systems von Integralen der Differenzengleicliung R(y^) = 0. 

Bildea wir unter Zugrundelegung des Fundamentalsystems von 
Losungen t^ \ ^ , . . . } t^ die Rationalitatsgruppe G der Differenzen- 
gleicliung P(y^ = ; so erscteint dieselbe in der Form: 


__ 



^21 



^22 



hierbei bedeutet G u die Eationalitatsgrappe von -R(yJ = 0. Wir 
beweisen,, daB (? 2S die Rationalitatsgruppe der Differenzengleicliung 

= zu derselben Art gehort. Da 



ist, so folgt, daB die n v Funktionen 



die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von 

bilden. Eine Substitution 8 der Rationalitatsgruppe von P(y x ) = wird 
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wegen der besonderen Form der Gruppe G die Elemente tf\ tf\ ..., t ( J } 
des Fundamentalsystems von P(yJ = tiberfiiliren in 



Macht man dayoii Gebrauch, daB 

^CT-^f 1 )--- 

ist, so gehen durch die Substitution S die n v Funktionen 
fiber in: 



Bezeicbnen wir die soeben hingescbriebene Substitution zwiscben den 
Elementen: 



eines Fundamentalsystems von Losungen der linearen homogenen 
Differenzengleicbung Q(y x } mit S^, so ergibt sicb infolge der 
besonderen Form der Gruppe &, daB die Gesamtbeit der Transfor- 
mationen /S 32 , welcbe aEen Transformationen S der Rational! tats- 
gruppe G von P(y x ] == entspreeben ; ebenfalls eine Gnippe bildet; 
dies ist die Gruppe Cr 22 . 

Betracbtet man irgend eine rationale Differenzenfunktion von 



welche einen rationalen Wert bat, so bleibt diese, als Function 
von t (l \ t ( *\ . . ., t^ aufgefafit, bei einer jeden Transformation. 8 der 
Eationalitltsgruppe" G von P(j/ r ) = ibrem Wert nacb ungeandert; 
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einer Substitution S fur die n Funktionen t^\ tf\ ..., t^ entspricht 
aber die Substitution $ 22 ftir die n v Fiinktionen. 



daher bleibt eine jede rationale Differenzenfdnktion von 



welche eiuen rationalen Wert hat, bei alien Substifcutionen der Gruppe 
G%% ibrem Wert nach ungeandert. 

Wir konnen aber auci. umgeketrt zeigen: 

Bleibt eine rationale Differenzenfunktion von A(t ( ^\ . . . ; A(t ( ^\ 
bei alien Substitutionen der Gruppe # 32 ihrem Werte nacb ungeandert, 
so ist sie eine rationale Funktion YOU x. Bleibt namlich die Funk- 
tion ; aufgefafit als Funktion von J.(^ (><H ' 1) ) ; . . . ; A(t^ ? bei den Sub- 
stitutionen $M yon & 22 ikrem Wert nacb. ungeandert, so bleibt sie,, 
als Funktion von tf\ tf\ . .., t[ n} bei alien Substitutionen S von G 
ihrem Wert nach ungeandert. Da aber G die Eationalitatsgruppe der 
linearen Lomogenen Differenzengleielmng P(yJ = fur das Fundar 
rnentalsysteni t, tf\ . . ., t^ ist, so ist die betracbtete Funktion 
eine rationale Funktion von %. Folglich ist die Gruppe (? 22 die 
Eationalitatsgruppe der Gfleichung Q(y^ = 0. Wir haben also den 
folgenden Satz: 

GeMrt die lineare Jiomogene Diffemnsengleicliunfj Q(y^) = von 
der Ordnunc/ m =~n v mit der linearen liomogenen Differenzengleichung 
P(^J ^ von der Ordnwng n 0u dersellen Art, so ~kann man die 
Eationalitatsgruppe Gr von P(y x ] *= in die Form: 



G n \ 



T 21 



bringen; liierbei ist & n die Eationalitatsgruppe einer Jiomogenen linearen 
Differengengleiclmng E(y^) = von der v im Ordnung, deren sdmtlicJie 
Integrals der Gleichmg P(yJ =- genugen; G n ist die Eationalitats- 
gru$pe der DifferenzengleicJiung Q(y^) = 0, 

Fur v == bat man den Satz: 

Zwei lineare homogene Differenzengleiclnmqen derselben Ordnung, 
die von derselben Art sind, liaben dieselbe Eationalitatsgruppe. 

III. Eednktiom der Rationalitatsgrnppe: Bie homogeme Hneare 
Differenzeugleichung zweiter Ordnnng. 

Die Tragweite der Galoisschen Theorie der algebraisohen Glei- 
chungen liegt bekanntlicn darin, dafi die Auflosung einer gegebenen 
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Gleichung wesentlich YOB der Struktnr ihrer GW0?sschen Gruppe ab- 
h'angt. In ahnlicher Weise bestimmt fiir eine lineare honaogene 
Differentialgleichung oder Differenzengleichung die ilir zugehonge 
Rationalitatsgruppe in gewissexn Siruie das bei denselben anzuwendende 
Losungsverfahren. 

In der Galoissohen Theorie der algebraisehen Gleichungen lafit 
sich indessen die Galoissche Resolvente und dabei die Gruppe der 
gegebenen Gleicliung direkt bestimmen. In der Theorie der Ratio- 
nalitatsgruppe einer linearen homogenen Differenzengleicbnng liegt 
die Sacbe etwas anders. 

Man kann bier nicbt direkt die Rationalitatsgruppe einer ge- 
gebenen Differenzengleichung bestimmen. Man nraB bier mit dem 
Problem anfangen, samtliche linearen homogenen Gruppen in n 
Variabeln zn bestimmen, nnd sodann untersuchen, ob eine bestimmte 
Gruppe die Rationalitatsgruppe der gegebenen Gleicbung ist, 

Die Losung einer vorgelegten linearen bomogenen Differenzen- 
gleichung ist nun als vollzogen anzusehen ? wenn derjenige Rationalitats- 
bereich bekannt ist ; fur welcben die Rationalitatsgruppe der gegebenen 
Differenzengleichung nur die identische Transformation enthalt; denn 
dann sind die Eleniente eines Fundamentalsystems y^\ ... ? y^ selbst 
rational bekannt. Es wird also darauf ankommen ? den Rationalitats- 
bereich so zu erweitern, d. h. neue Funktionen zu adjungieren ; da8 
sich die Rationalitatsgruppe der Differenzengleichung reduziert. 

Als ein Beispiel des bier angedeuteten Losungsverfahrens einer 
linearen homogenen Differenzengleichung werden wir die lineare homo- 
gene Differenzengleichung zweiter Ordnung behandeln und verweisen 
im tibrigen auf die Abhandlung YOU Gulclberg, 7 b ; sowie auf die ent- 
sprechenden Untersuchungen von Picard 1 ) und Vessiot*) uber Diffe- 
rentialgleichungen, deren eingehende Darstellung man in dem ?? Hand- 
buch" yon Scfdesinger, Bd. II ? findet. 

Die folgende Tabelle stellt die lineare homogene Gruppe in zwei 
Yer'anderlichen und ihre samtlichen TJntergruppen dar: 

(1) F-^ + ^, yr-^f + ^f; 



WO ^^ #2^3 == 

(3) y- 

(4) y- 



1) Traite d'Analyse, HI, 531 (Paris 1896). 

2) Annales de 1'Ec. Normale (3) (1892), 197 ff. 
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(5) y-u w , Ff = ^f; 

(6) ?-*>, yf-^^ + 

(7) F r w -ty. w , ??-** 5 

(8) y-y, y? -*. + *; 

(9) ?-**, y. m -*' +1 y. 

Betrachten wir die allgemeine lineare homogene Differenzen- 

gleichung zweiter Ordnung 

(A) y a +* + $xy*+i+exy* = Q > 

so entsprieht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1); die Gleiehung (A) 
1st daiui irreduzibel (TgL Kfr. II, A). Drei Hilfsgleicaungen spielen erne 
wicbtige Rolle in der Theorie der linearen homogenen Differenzen- 
gleicnungen zweiter Ordnung, Bs sind diejenigen, welche die In- 
varianten der Groppen (2) ; (3) und (7) definieren. 

Die Gruppe (2) diese Gruppe ist die groJBte invariante Unter- 
gruppe der Gruppe (1); sie ist auBerdem einfach 1 ) hat die Invariante 

A - ? / (1) ^/ (2) -f/ W v (l) 

^X~~^X ^7T + 1 ffX ^+1' 

diese gentigt der Differenzengleichung 
(a) A^i 

Die Gruppe (3) hat die Invariante 



sie gentigt der Differenzengleichung: 
(b) u x u xJrl + p x u x 

Die Gruppe (7) hat die Invariante 



sie geniigt der Differ enzengleichung: 

/ ^ (^+2 ^+i)_(^^^-0 _ _J^_ . 2\ 

- - ' 



1) Ist T Symbol einer beliebigen Transformation der r-gliedrigen Gruppe G, 
und ist S eine beliebige Transformation einer Untergruppe von 6^ 7 so heiBt 
diese Untergruppe in & invariant, wenn stets auch die Transformation T" i ST 
der betrejffenden Untergrappe angehort Eine Gruppe, die koine invariante 
Untergruppe besitzt, heiBt einfach. 

2) Vgi Nr. IV, A d. Kap. 
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SInd nun die Differenzengleichungen (a) und (b) gelost 7 so 1st 
auch die gegebene GHeidning (A) gelost. Denn es seien u^ n^ \ u~ 
drei Losungen der Gleichung (b); es gibt dann drei Losungen der 
Gleichnng (A) yf\ yf\ y + y derart, daB 



und auBerdem 

W f/ W 

Vat, "x+l 



1st; derm die beiden ersten Formela defimeren y^ und ^J 2} nur bis 
auf einen ?? konstanten" Faktor. Wir erhalten dann.: 



und daher: 



-rt 







Das Wurzelzeiclien kommt daher, dafl die Grruppen von A w , 
^ und w^ die gemeinsaine Transformation 



besitzen. 

Es zeigt sich also bei unserem Beispiel, daB die Losung unserer 
Gleichung ausgefiikrt ist, wenn toir die Inmrianten spezieller Unter- 
gntppen der Eationalitatsgmppe zu unserem Eationaliiatsbereieli ad- 
jungieren. 

Es laBt feich auch allgemein zeigen, daB das Losungsverfahreo. 
einer linearen lioinogenen Differ enzengleicliung in der Adjunktion 
neuer ? durch Hilfsgleichungen (Eesolventen) definierter Invarianten 
der Untergruppen unserer Rationalitatsgruppe lestelit, wodurct deren 
Eeduktion anf die betreffende Untergruppe bewirkt wird. Dabei gilt 
der wichtige Satz ? daB bei dieser Reduktion jede der auftretenden 
Gruppen auf ihre invariants Untergruppe reduziert wird (vgl. Guld- 
fierg, 7 1 *, Eap. II); gelangt man schlieBiieh zu eiuer einfachen Grruppe, 
so kann diese daher ihrerseits nur noch auf die identisclMF Grruppe 1 ) 

1) Dabei ist der Begriff der identischen Gruppe in dem weiteren Sinne zn 
verstehen, dafi ihre Stibstltiitloneii numeriscli siad, d. h Ton keinem Parameter 
melur abhangen; in dem entsprecheuden Eationahtatsbereiclie sind die L5sungen 
der yorgelegten Differenzengielcliuiig als Wuizeln algebiaiseh&r Gleiclmngen. be- 
stimmt, deren Koeffizienten dem Ratioualitats'bereiche angeh6ren. 
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reduziert werden; 1st das der Fall, so ist die yorgelegte Differenzen- 
gleiclinng integriert. So wird bei unserer Differenzengleichung zweiter 
Ordnung (A) die allgemeine Gruppe (1) durch Adjunktion der Funk- 
tion A^.; die eme Invariants der ? ,unimodularen" Gruppe (2) ist und 
der Resolvente (a) geniigt, auf eben diese Gruppe (2) reduziert; ferner 
die einfache Gruppe (2j clurch Adjunktion der Losungen u x der Resol- 
vente (b) auf die w identische" Gruppe y y^\ y = yf\ womit 
die Gleichung (A) gelost ist: in der Tat haben wir die definitive 
Losung oben in der Form angegeben, daB y^~ und yf ] ~ rationale 
Funbtionen der GroBen A c? u x , u^\ uf } sind. 

1. Aufgabe. Welche Bezienung besteht zwisclien der Eationalit'ats- 
gruppe einer linearen homogenen Differenzengleicnung w ter Ordnung 
und der Gruppe inrer (n ^) ten assoziierten Differenzengleicnung? 

2. Aufgabe. Wie ist die Rationalitatsgruppe beschaffen ; wenn eine 
lineare homogeoe Differenzengleicliung algebraisch integrierbar ist? 

3. Aufyabe. Wie ist die Rationalitatsgruppe beschaffen, wenn eine 
lineare homogene Differenzengleicnung durcli Quadraturen ; d. h. durcli 
eine Kette linearer liomogener Hilfsdifferenzengleichungen erster Ord- 
nung losbar ist? 

Losung: Die notwendige uud hinreichende Bedingung dafur, da8 
eine homogene lineare Differenzengleicliung durch Quadraturen losbar 
ist, ist die, daB ihre Rationalit'atsgruppe integrabel ist, d. h. nach 
8. Lie ftir eine gewisse Wahl des Fundamentalsystems die folgende 
Form hat: 



yw = a ^yW + a ^ y w + a ^ y w + ... + a ^yW. 

Daraus ergibt sich mit Benutzung allgemeiner gruppentheoretischer 
Satze von S. Lie, daB die allgemeine lineare Differensengleic~hung n ter Ord- 
nung filr n > 1 nicJit durch Quadraturen losbar ist. Insbesondere folgt 

fiir Differenzengleichungen zweiter Ordnung, da der Ausdruck ~^~ als 

Invariante zur Gruppe (3) der oben angegebenen Tabelle gehort und 
diese Gruppe alle folgenden, d. h. alle integrablen Gruppen enthalt: 
Damit eine homogene lineare Differenzengleicliung swelter Ordnung 
durcli Quadratures, l"6s~bar sei, ist notwendig und Mnreichend, daft fur 

irgend eine Hirer Losungen der Ausdruc~k -^r- rational ist. 
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Bei spiel: Die Gruppe der linearen hoinogenen Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten; bei dieser 1st x+ 1 = a., wenn a. eirie 

y x 

Wurzel der charakteristischen Grleichung 1st. (Guldberg, 7 b ; Kap. II, 
Nr. 810; vgl. 7. JBTop, I) 

4. Aufgabe. Wie kann man das Bestehen algebraischer Relationen 
zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems von Losungen einer 
linearen homogenen Differenzengleicliung fur die Integration der Glei- 
chung verwerten? (Vgl. IV, A d. Kap.) 

5. Aufgabe. Wie wird die Integration der allgemeinen linearen 
homogenen Differenzengleichung dritter Ordnung sich dnrcli Betracb.- 
tnng ihrer Eationalitatsgruppe gestalten? 

IT. Anwendungen der Tlieorie der Rationalitfttsgruppe. 

A. Algebraisclie Bezielmiigeii zwisclieii den Losungen einer 
homogenen linearen Differenzengleiclmng. r ) 

Wahrend in der Tlieorie der Differentialgleichungen ausgedelmte 
Forschungen tiber diesen Gegenstand existieren, ist far Differenzen- 
gleicbungen in dieser Beziebung noch wenig gescbeben 2 ), sodaB sicb 
bier nocb ein weites Feld fur neue Untersucbungen eroffnet, 

Bestebt zunacbst zwiscben zwei Fundamentalintegralen i] x und ^ 
einer bomogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung 

(!) ^+2=&2/; C -K + ^ 

eine irreduktible algebraiscbe Beziebung mit konstanten Koeffizienten: 
Q = = ; (F ganze rationale Funktion von 



so darf jF nicht bomogen in ^ "^-^d % x sein, da sicb sonst ent- 
gegen der Voraussetzung der Quotient 7^ : ^ als Konstante er- 
geben wiirde. Wir konnen diese Beziebung in der Form 



(2) 

scbreiben, worin f(^J eine algebraiscbe Funktion YOU ^ x ist 5 dann 
wird ^ +1 =/ l (^ +1 ), k+s -/"Ok**), also mit Eficksicbt auf (1): 

(3) f(!W 



Die Grleichung (1) ist also jedenfalls im allgemeinen reduzibel 
in dem weiteren Sinne ; daB die Partikularlosung rj x einer mcht linearen 
Differenzengleicbung erster Ordnung geniigt ? deren Koeffizienten dem 



1) Wallenberg, 1. und 2. 

2) Der Grund liegt darin, dafi bei den Bifferenzeugleicliungen eine nicht 
Uneare Transformation der unabhangigen Ver'anderlicnen unstatthaft ist. 
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Rationalitatsbereidhe Ton (1) angehoren. Wir konnen aber noch mehr 
erschlieBen: es ist nach dem 3. Kapitel, III: 



auBer (3) bestent also noci die GHeidning : 

(4) V,f fa+i)-V* + if(ti - 

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich durch Elimination 



yon ?k +1 im allgemeinen ^ ; a l so aus (2) auc t f* a ^ s algebraische 
Funktion von p x? q x und d x ; sind diese GroBeii selber algebraiscne 
Fnnktionen von # 7 so ist demnacli die allgemeine Losung der Glei- 
cliung (1) eine algebraische Function von #. 

Dies wird rnir dann nicht der Fall sein ? wenn die Elimination 
von v] x+1 aus den beiden Gleichungen (3) und (4) nnmoglicli ist. Zu- 
uachst* konnte die Gleichung (3) eine Identitiit sein; das ist aber nur 
daan der Fall, wenn f eine Uneare Funktiou ihres Argumentes und 
p stt +c[ x *=*l ist. Die Gleichung (1) besitzt in diesem FaJle erne ;; Kon- 
stante" als Partikularlosung; es besteht daher zwischen zwei beliebigen 
Fundamentalintegialen y x , ^ x von (1) onne weiteres die Beziehung 
t >x = w l ri x + o 2 ; die allgemeine Losnng braucht in diesem Falle nicM 
algebraisch zu sein. 

Abgesehen von diesem Falle ist die Elimination von ri xJrl aus 
(3) und (4) dann und nur dann unm6glicb ; wenn diese beiden Grlei- 
chungen nicnt unabhangig voneinander sind, d. L wenn die Funktional- 
determinante ihrer linken Seiten verschwindet Daraus ergibt sich 
durct eine eigentumliche ScliluBweise, die in der Arbeit von Wallen- 
berg (1.) nacngesehen werden moge, da6 die Gleichung (1) in diesem 
Falle zwei resiproke Losungen u x und v x = besitzt; die Bedingung 
daftir ergibt sich aus den Gleiehungen (3) und (4): 



oder 

und 

in der Form 



ss x 
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fur einen gewissen Wert der in d x auffcretenden ;; Konstanten". Dann 
wird 



also 



Die Losungen w^ und ^ brauchen in der Tat keine algebraischen 

Fnnktionen von p x und q x zn sein ; obwotl Mer d x eine algebraische 

Punktion von p x und f[ x ist (^ = ]/J^ 4j . 

Setspiele: 
1. ^ algebraiscli. 



.,. = as, a = * a : . = w| ; ^ = a; (a; + 1). Die Integrals sind alge- 
braiscli. 

2. transcendent. 



2, c.-4 :.-.; rf e - 2- 8-. 
Die Integrale sind transzendent^ aber algebraiscli in d x : 



3. Ausnahmefall: 

o, (x*+x+1L)(x*+x~-l) 

y2 > _ ^1 -T 



n^+^c r-/ \ 

-^ -re*), ". 



4. Algebraische Integrale im Ausnalimefalle: 



? 4- 
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Wir haben die yorsteliende Untersuchung Her der Yollstandig- 
keit wegen aufgenommen, obwohl dieselbe noch oline Anwendung der 
Grappentheorie durchgefiihrt "warden konnte. Jetzt wenden wir uns 
zu den hotaogenen linearen Differenzengleichungen dritter Ordnung 
init einer liomogenen Relation zweiten Grades zwischen den Fundamental- 
integralen, deren Behandlung eine schone Anwendung der Gruppen- 
theorie gestattet. Bevor wir das eigentliclie Problem in Angriff nehmen ; 
mussen wir einige Vorbemerkungen macken 1 ): 

1) Die homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung 



(5) . + -P.Vn+G,.-0 ( 

geht durch. die Substitution u x = Q x y x , wenn ' v+ - ..... = P x _i, also 

QX 

Qx ^II-Px-i gcsetzt wird ; tiber in die Normalform: 

(6) ^+2-^+1 + 2^ = 0, 

Qv 

worin q x = p ^p- bei alien Transformationen u x = ^ x y x invariant 
bleibt "- 1 * 

yW 

2) Der Quotient zweier Fundainentalmtegrale von (6) ; y = -^ f 

y * 
geniigt ; wie eine leichte RechnuDg ergibt ; der Differenzengleicbung 

dritter Ordnung: 

/ 7 \ ^4-3 ^+2 . ^+2 ^ . 2 ) 

\ ) <n _ w * ri _ 77 fc + i? 

^tf+S 'ix + l "x + l r 'x 

dieselbe ist das Analogon der bekannten Scfavarzsohen Differential- 
gleichung dritter Ordnung. Fur die allgemeine Gleicnung zweiter 

Ordnung (5) tritt an Stelle von q se , 1 der invariante Ausdruck ^-'^ 1 

-^x-^x + l 

Die Form der Gleichung (7) laBt unmittelbar erkennen ; da6 ; wenn 
^ eine Partikularlosung derselben ist, die allgemeine Losung lautet: 



* . 

7 + 

worin a, j3 ; y, d willkurliche ;; Konstanten^ sind; denn auf der 
liuken Seite von (7) steht das annarmonische Doppelverhaltnis 
fe? ^x+i? ^a+sy ^+3)7 welches durch die Transformation (8) un- 
ge'andert bleibt. 

8) Bereits im 4. Kap,, II haben wir die homogene lineare Diffe- 
renzengleichung dritter Ordnung aufgestellt, der die Produkte je zweier 

1) Wallenberg, 2., S. 56 ff ; Heymann, 1., Anfgaben 103, 105, 106. 

2) Ygl. Nr. HI, Gl. (c). 
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Losungen einer homogenen linearen Differenzengleicnung zweiter Ord- 
nung genugen; fiir die Normalform (6) lautet dleselbe: 

(9) (K"J = *+s+(<k + i-l)*Wa~2^^^ 
Hire allgemeine Losung 1st: 



worin y und yf } zwei Fundamentalintegrale Ton (6) sind und o 1; 
co 2 , (D 3 willkurliche ;? Konstanten" bedeuten; zwisclien den drei Funda- 
mentallosungen wf-j^*, u? ] -y?y, uf } = y* besteht die homo- 
gene qnadratisclie Relation: 



oSTacli diesen Vorbereitungen werden wir nun den folgenden Satz 
beweiseB, welcher zelgen soil, inwieweit der zuletzt ausgesprocnene 
Satz einer Umkehrung fakig ist: Besteht zwischen drei Fundamental- 
Tosungen einer liomogenen linearen Differenzengleiclmng dritter Ordnung 
P(v^) = mil rational en Koeffigientem die Relation v^* v^vf^= ; 
so genilgen ihr die Produkte je giveier Lbsungeyi einer Jiomogenen linearen 
Differenzengleicliung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Quadratwurzeln 
rationaler Funktionen von x sind. 1 ) 

Zu der gegebenen Grleichnng P(v x ) = gehort namlich 2 ) eine 
Untergruppe G- der allgemeinen Komogenen linearen Gruppe in drei 
Veranderlichen, die Rationalitatsgrnppe, mit folgender Doppeleigen- 
schaft: 1. Jede rationale Fanktion V der Losungen v ( *\ vf\ vf^ 
und ihrer sukzessiven Werte, welche eine rationale Funktion von. x 
ist ? bleibt bei alien Substitutionen Ton G- (deren Determinanten iibrigens 
niclit yerschwinden) mimerisch, d. ti. als Funktion YOB. %, ungeandert, 
2. Jede Funktion V, die numerisch alle Transformationen von G ge- 
stattet^ ist eine rationale Funktion von x. 

Nun tat die rationale Funktion F= ^* ^ v f^ d en rationalen 
Wert 0, bleibt also bei alien Substitutionen der Gfruppe G numerisck 
ungeandert, d. n. es ist auch: 

r-^ } ^'-o, 

wo 

(10) f? > = ^ f + u _ v? + a ka f (7. = 1, 2, 3) 

ist; darin bedeutet (CC L ) irgendeine Transformation der Gruppe G ? 
und es ist 

(11) K +0 (ft, f- 1,2, 3). 

1) Wallenberg, 2., S. 58 ff. 2) Ygl 6. Kap., I. 

Wallenberg- Lmeare DifferenzengleicliuiigeiL 10 
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Man kann daher setzen: 



Aus (10) und (12) folgt: 



Sind die a A . wirkliche Konstanten, so inuB diese Gleichung eine Identitdt 
sein ? da sich sonst rj x daraus als Konstante ergabe gegen die Voraus- 
setzung ? daB v^\ vf\ v^ ein FundameBtalsystem yon P(v x ) = 
bilden. Es kann aucli wegen (11) nicht a ; = ca^ (^H=ft ; i=l ; 2,3) 
sein- daher muB sict. in (13) links und rechts ein linearer Paktor in 
y x fortliebeii, d. h. es muB sein: 

__ a + |3 ri x 

^ = Y+^h (*' ^ T? 8 Konstanten). 
Folglicli ist: 

fix* ^ar + U ^+2> ^ + s) = (^; ^+l; ^- + 2 ? ^ + s); 

wenn (77^, ^ + i, ^+2? ^4.3) ^ as an f der linken Seite von (7) stehende 
anharmoniscke Doppelverhaltnis der vier GroBen ri xy ?7 a , +1 , %. + 2> ^+3 
bedeutet. Dieses Doppelverhaltnis ist aber eine rationale Funktion 
der Losungen i\ \ l o x \ ir und ihrer snkzessiven Werte, mnB also ; 
da diese bei alien Transform ationen der Rationalitatsgruppe von 
P(v^) = ungeandert bleibt^ eine rationale Funktion von x sein: 

CO fa, %+i; %+a^ %,+s) = fe+t 5 

daher ist y x nach obigem (1. und 2. Vorbernerkung) der Quotient 
zweier Fundamentalintegrale y x \ y~ der homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung z welter Ordnung: 

( 6 ) 2/^2-^+1 + ^^ = 0. 

Aus 



folgt nun: 

die Differenzengleichung P(^)=:0 geht daher aus Q(u^ = (GL (9)) 
durch die Transformation v x = Q X U X hervor; wegen der Rationalitat 

der Koeffizienten von P(v_.) = und O(V)===0 muB also 



^^ ** 

rationale Funktion von x sein. Setzt man andererseits in Grleichung (6) 
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8* = y@x$/x} so erhalt man diejenige homogene Hneare Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung, von welcher die Produkte je zweier 
Losungen der vorgelegten Gleichung P(z? ar ) = geniigen; IJire Koeffi- 
zienten sind in der Tat nach Division durch den Faktor von # x+2 
Quadratic uraeln rationales Funktionen von x. 1 } 

Sind dagegen die a L nicht wirkliche Konstanten ? sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1, so braucht die Gleichung (13) 
keine Identitat zu sein; es ergibt sich dann ^ x aus (13) als Wurzel 
einer Gleichung vierten Grades , also als periodische Funktion, deren 
Periode hochstens gleicn 4 ist. 2 ) 1st erstens y x eine periodische 
Fnnktion von der Periode 4, so ist auct ^ eine solcbe (deren Periode 
sich eventuell anf 2 reduzieren. kann); die Differenzengleicliiing 



besitzt die drei Fundamentallosungen v^\ v^ '7; und v^t]^ 9 hat also 
mit der Differenzengleicaung 



Vx + 4, ( ilT^ : 



deren allgemeine Losung die Form G> X V^ hat ; wo co x eine beliebige 

periodische Funktion von der Periode 4 ist ? ihre samtlichen Losungen 

t ,(i) 
gemeinsam-, daher ist ; wenn ~^r- = s x gesetzt wird ; symbolisch: 






Durcn Vergleichung der Koeffizienten folgt: 



Die Gleicliung P(vJ == geht daher durcn die Transformation 
TTT p^ 3 . ^ tiber in die Gleichung: 



1) Man berucksichtige, daB x + - = A + " * -^i__ i s t. 

<?^ ^ + 1 ** 

2) Ist co^ Wurzel einer Gleichung w ten Grades, deren Koeffizienten periodisclie 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch X+I , w x+ %, . . ., co x+n Wurzeln 
dieser Gleicnung; also mnB CQ X + L = & x + i (&^n, l<^.n) sein; d. h. ca^ besitzt 
hochstens die Periode n. 

10* 



148 6. Kap. Gmppentheorie 2. Teil. Die Bationalitatsgrappe 

mit den Fundamentallosungen 1 ) 

zwiscben denen die Relation 



bestekt; ihr geniigen die Produkte je zweier Losungen der homogenen 
linearen Differenzengleiclmng zweiter Ordnung: 



also der Gleichung P(v x ) = die Produkte je zweier Losungen der 
Grleickung: _ ___ 



1st zweitens ^ eine periodisclie Fnnktion yon der Periode 3 ; so 
ist es auch 7;^; die drei Fundamentallosiingen v, v^ } r ic , v^y* der 
Gleichung P(v x ) == geniigen daher s'amtlicli der Gleichung: 



d. L es mnfi ^ ^^ = 0, ^ 8) =*--^i sein. Die Gleichung 
P(v = lautet also in diesem Falle : 



obwohl zwisclien ihren Losnngen v*\ v^v^e 3 ? r ^ =s ^ 1>e 3 
die Relation i^ 2j " ^f^^ = besteht, geniigen ihr im allgemeinen 
nicJit die Produkte je zweier Losungen einer iiomogenen linearen 
Differenzengleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Quadrat- 
wurzeln rationaler Funktionen sind; die Gleichung ist aber in diesem 



1) Ygl. 7. Zap., I. 

2) VgL S. 150, Grl. (16) far c= 1. 

3) Dies ergibt sich auch darans, dafi hier aus (7) g^ 1 folgt^ sodaB die 
Gleichung (9), aus welcher P(v) = durcli die Transformation v x = Q X U X her- 

vorgeht, lautet: Q(u^)^u x +$ u x = 0; daher braucht hier nicht - c + , sondern 



. 

rationale Function von ic zu sein. 
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Falle ~keine eigenfliclie Differenzengleiehung dritter Ordnung 1 ),, sondern 
erster Ordnung roit der Difierenz 3. 

1st endlicb. drittens ^ eine periodisclie Funktion von der Periode 2 ? 
also auch. r^ (mid zwar darf 77^ sicli nicht anf eine ?; Konstante" redu- 
zieren, da y^ lj und v* =* v^ q* Fundainentallosungen sind) 7 so be- 
steht zwisehen den drei Losungen 1 ; 7^., r^ der Differenzengleicliung 
z welter Ordnung y x+2 !/x = e ^ ne tomogene lineare Relation init 
, ; konstanten" Koeffizienten, also auek zwisahen ^^ lj ? v^^v^r^, 

v f }=SID i^' y h7 gegen die Yoraussetzung, daB r^ } ? vf\ v^ Fundamental- 
losungeii von P(v x } = sind. Aus demselben Grunde darf slch auch 
nicht i] x selber auf eine ,,Konstante" 7 d. h. auf eine periodisclie Funk- 
tion Yon der Periode 1 reduzieren; es muB dann also Gleidrang (13) 
eine Identitat sein, nnd es gelten die oben daraus gezogenen. ScHiisse ? 
wobei nur a, ft, y, d jetzt nicht wirkliclie Konstanten., sondern perio- 
disclie Funktionen von der Periode 1 bedeuten. 

Ein J3eis$iel bietet diejenige homogene lineare Differenzengleiclinng 
dritter Ordnung mit rationalen Eoeffizienten 



welcbe ikrer Adjungierten ;; ah.nlicli" 2 ) ist, d. li. durcb die Trans- 
formation y x = Q X $ X in die Adjungierte 3 ) 

^ + 9^ + 8 + ffar+1^+8 + Px**+l + ** = 

ubergeht 4 ) Durck Yergleichnng der Koeffizienten ergibt sich. 



die Gleidxung (14) geht daher durch. die Transformation y x = Iip r ^ 2 w x 
iiber in die Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 

Die cbarafeteristisclie Gleichung 5 ) 

besitzt die Wurzeln 

c 4- 1 1 ^ 

1,3 2 2 ^ 

Die Losungen von (15) lauten daher: 

.,(i)__,^- ,,( 2 )^^ ,,( 3 >_^ 



1) VgL i. Zap., I 2) 4. Kap., HI 3) B, Kap., IV, Gl. (6). 

4) Wallenberg, 2., S 61 ff. 5) 7. Zap., I. 
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zwischen denselben besteht die Relation 



(1) (5) 

U = 



JFolglich genugen nach dem oben bewiesenen Satze der Grleichung (15) 
die Produkte je zweier Losungen der Differenzengleichung zweiter 
Ordnung 

(16) Vx ^^y^i Vx+i + CVx ^o 



mit den Fundamentallosungen v = YCC^, v = Y a 

chung (14) die Prodakte je zweier Losungen der Differenzengleichung 

zweiter Ordnung 



Die charakteristisehe Gleichung hat gleiche Wurzeln, wenn 

1 + 2c - 3c 2 = (1 - c) (1 + 3e) = 0, 

also c = 1 oder c = -J- ist; ist c = -J-, so ist c^ = # 3 = & 3 = 
die Gleichung (15) hat in diesem Falle die Losungen 1 ) 

;, f. 

zwischen denen die Relation u^' u^ u^== besteht. Ist dagegen 
e = l, so isfc ofj = a B = 1, #2 = 1; zwischen den Losungen der 
Gleiehnng (15), die hier die Gestalt 



annimmt, besteht in diesem Falle Jceine Eelation der obigen Form, 
sondern nur ; falls man uf^e nix , u^^e M x, uf } = e"* x wahlt ; die 
nicJit homogene Relation u> x *~ uf = 0^ sodaB in diesem Ausnahme- 
falle der obige Satz nieht anwendbar ist. 

B. Ein Beduktibilitatssatz. 2 ) 

Es sei 

(A) P(y}~p ( ^y +p (l} u +...+ i? ^- 1 ) y +p (n \i =0 
v j \j x j jf x y xn ^ F X y vn ^i^ i > x ffvi * &x MX 



eine homogene linear e Differenzengleichung n iex Ordnung, und es werde 
ein bestimmter Rationalitatsbereich 3 ) zugrunde gelegt, dem zunachst 
auch samtliche ,,Konstanten <if (periodische Funktionen yon der Periode 1, 
die sich eventuell auf wirkliche Konstanten reduzieren konnen) an- 

1) Vgl. 7. Kap., I. 2) Wallenberg, 4. 

8) Ygl. 5. Kap., L 
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genoren mogen. Zwischen zwei linear unabhangigen Partikularlosungen 
yf } und ?/^ (1) bestehe die Beziehung: 



worin A*, A^\ . . ., A ( ^ ebenso wie die Koeffizienten Yon P(y x ) dem 
Rationalitatsbereiehe angehorige Funktionen yon x sind und mit Rtick- 
siclit auf (A) v^n l vorausgesetzt wei-den kann, 1 ) 

Wir wahlen ein bestiramtes Fundamentalsystem YOU Losungen 
der Gleichung (A): uf\ u\ . . ., u^- durct diese lassen sich y^ 
und ?^, 1} linear mit ?? konstanten a Koeffizienten ausdriicken: 



1=1 k = 1 

und die Relation (1) nimmt die Form an: 

-n / (1) () (1) (n) (1) ( 

^K >---X X;i>---X.Hi;-..; ^^^i 

worin I? eine lineare Funktion ihrer Argnmente bedeutet, deren Ko- 
effizienten dem Bereiche angehoren. Nun gehort 2 ) zu (A) in bezug auf 
den zugrunde gelegten Rationalifatsbereich und das gewahlte Funda- 
mentalsystem eine Untergruppe 6r der allgemeinen linearen Gruppe in 
n Veranderlichen, die sogenannte Rationalitatsgruppe, fur deren samtr 
liche Substitutionen die Funktion E den Wert Null erhali Durcn die 



Substitution S J9 welche ti durch au (* = 1^ 2, ..., w) ersetzt ; 

i = i 
moge y in y, ?^ in y^ ubergehen. Die Zahl der linear un- 

abhangigen Losungen y, welcne diirch die samtlichen Substitutionen 
der Gruppe G erzeugt warden, kann nicht grofier als n sein; ist sie 
kleiner als n, so ist die Gleiclmng (A) reduktibel, d. h. sie hat min- 
destens eine Losung mit einer homogenen linearen Differenzenglelckung 
niedrigerer als w ter Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereicne an- 
gehoren, gemeinsam. 3 ) Tim die Differenzengleichung niedrigerer als 
n ter Ordnung zu erhalten, der y^ in diesem Falle geniigt, schreiben 

1) Ist 7]P= cy^ (c eine ,,Konstante") , und versckmnden nicht alle 
(k = 1, 2, . . ., v) identiscb, so ist y^ eine Losung der Differenzengleichung 



also die Gleichung (A) ebenfalls reduktibel, falls wirklich "bereits v 
2) 6*. JSTop., I 3) 6. JKop., H, A. 



152 6. Kap. Grnppentlaeorie 2. Teil. Die Rationalitlttsgruppe 

wir die Relation (1) mit den n ersten sukzessiven Werten von x bin 
und driicken yf~l n , y^l n + i y mittels der gegebenen GHeichung (A) 
durch y^\ 2/f| 1? . ; #j+ n _i aus - Die so erhaltenen Grleiclmngen 

-- (l} (l) ( *~" 11) l 

- - - 



werden addiert, nachdem sie der Eeihe nach mit p^\ p"~~ l} , ..., p[ 0) 
multipliziert worden sind; dann ergibt sieh, da y^ ebenfalls eine 
Losung von (A) ist, fur y^ die Differenzengleicliung (n l) tei Ordnnng: 

(2) B(y J )srWy, +m _ 1 +r.V + > ,.,+ +'y r -0, 

deren Koeffizienten im allgememen nicht samtlich identisch ver- 
scliwinden werden. 

Es sei jetzt die Zahl der linear unabhangigen Funktionen y 
gleicli n 2 ), und zwar seien y^\ yf\ . . ., y^ } n solcher Losungen mid 
t]^\ yf\ . . , ; ^ die ihnen infolge der Relation (I) entsprechenden 
Losungen ?^; dann besteht also das System von Gieichungen: 



Sind die 7^^ niclit linear unabhangig von einander ; bestelit also 
zwisehen ihnen eine Relation mit ,,konstanten" Koeffizienten: 



so erfailt man, wenn 



1) 1st in der Relation (1) v < n ~~ 1, so ist A^' + 1} = J.' + 2) = - = ^^ -1) = 
zu setzen. 

2) In diesem Falle gemiigt y^ selbst keiner homogenen Hnearen Differenzen- 
gleichtmg niedrigerer als n ier Ordnung, sodaB in G-leichung (2) s'amtliche Koeffi- 
zienten r', r\ . . ., ^ w ~ 1 ^ identisch verschwinden und daher anf diesem Wege 
die Bedaktibilitat der Gleichung (A) nickt erschlossen werden kann. 

3) Die folgenden Schltisse gelten far jedes System (1*), auch ohne da6 die 
Losungen y^\ . . ., yW ans y^ durch Anwendung der Eationalitatsgruppe her- 
vorgehen. 
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gesetzt wirdj aus (1*) durch Mult iplikat ion mit c k und Summation 
iiber Jc yon 1 bis n: 



die Gleichung(A) ist also reduktibel, da u x eine L6sungvonP(^)==0 ist. 
Sind aber die Funktionen t? , ri (2 \ . . .. 77^ linear unabMnoigv 

X ' TC * 7 >X O <~>7 

so besteht ; da die Losungen y^\ y^\ . . ; y^ nacli Yoraussetzung ein 

Fundamentalsystein bilden, ein System linearer Gleickingen mit ;; kon- 
stanten" Koeffizienten: 

. ^ = _ = ( x ) i ( 2) r i () 

(JC= 1, 2, . , 9l\ 

also: 

(* = i, 2, .. , ) 

Wir bestimmen nun &> als Wurzel der Gleichung: 



co 



welche wir ?? die zur Relation (1) gehorige Grundgleicnung^' nennen 
wollen, nnd machen die Voraussetznng, daB die Wnrzeln dieser Glei- 
chung n iQn Grades in ca ; deren Koeffizienten ;? Konstanten", d. h. ini 
allgemeinsten Falle periodiscne Fnnktionen yon der Periode 1 sein 
werden, selber ?7 konstant" sind. 1 ) Dann kann man n ^konstante" 
GroBen c ly c^ . . . ? c n so wahlen ? daB die Relation 



besteht; die GroBen c i genugen dem Gleichungssystem: 

Setzt man daher 
so wird 



1) Im allgemeinen sind diese Wmrzeln namlick periodische Funktionen von 
der Periode n (vgl. S 147, Anm. 2). tfbrigens genugt es schon, wenn eine 
Wurzel ,,konstant u ist. Diese Voraussetz-ung ist, wie spater an einem Beispiel 
gezeigt wird, wesentlich; sie bildet einen charakteristiscben UnterscMed zwiscben 
den linearen Differenzen- und Differentialgleicbuugen. 
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und man erhalt aus (1*) durch Mnltiplikation mit c k und Summation 
iiber ft YOU 1 bis n: 

(3) o^- 4<\ + ^ W . +1 + " + 4-V,.!, 

also eine lineare Diflerenzengleichiing hochstens (n l) ter Ordnung, 
dereit Koeffizienten dem Rationalitatsbereiche angehoren und rait der 
die Gleichung P(y x ) = eine Losung gemeinsam hat. 1 ) Der vorher- 
geliende Fall, daB die ^ nieht linear unabhangig sind ; tritt in den 
soeben betrachteten ein ? wenn die Gleicnnng A = eine Wurzel 
= hat. Damit ist unter den gemachten Voraussetzungen die 
MeduMibilitdt von P(y x }^Q in alien Fallen erwiesen. 

Die auf transzendentem Wege gefandene Gleichung fiir co kann 
man durch rationale Prozesse herstellen ? indem man die Bedingung 
fiir eine gemeinsame yon Null Yerschiedene Losung 



YOU P(y x ) == und 



aufsucht: Es ist 



folglich, wenn f^(y x+ ^) aus f(y^ dadurch hervorgeht^ da6 iiberall 
x + Tc an Stelle von x geschrieben wird: 



Bs1 ' 2 -- tt \ 

o, i,..,w-i/ 

Nun ist unter Berucksichtigung Yon P (^) == : 



y x + - 1 ; 



worin die ^ dem Eationalit'afcsbereiche angehorige Funktionen Yon 
sind, und zwar insbesondere: 



1) 1st in (1) v = 0, so muB, da weder % = noch A^ = as (,,Konstante u ) 
ist, y^ selbst einer Differenzengleichung niedrigerer als n iei Ordnung geniigen, 
die man erhalt, indem man -r\ x = A^y x in die gegebene Gleichung (A) einsetzt 
und y x+n mittels (A) reduziert. Ihre Koeffizienten verschwinden in der Tat nicht 
samtlich, falls Pfe) 0, wie wir stiUschweigend annenmen, eine eigentliehe 
Difierenzengleichting % ter Ordnung ist, d. h, eine solehe, fur "welcke die Indizes "k 
der nicnt versclhwindenden Koeffizienten p den grofiten gemeinsamen Teiler 1 
besitzen. 
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die GroBe a? kommt nur in B^ in der Form M^ CD vor. Naei. 
einein bekannten Determinantensatze wird daher: 



/*i * = 0, 1, . . ., w 1\ 

I 1 = 1,2,...,* J 



^ a y^ + i i 4= ist, widrigenfalls die y ( * ] niclit linear unabh'angig waren 1 ), 

so mufi 

(5) i-8^,-0 

sein. Diese Gleichung ist in o vom n ten Grade; der Koeffizient von 
co n ist ( I) 71 ; dainit ihre Wurzeln 7 die unter den gemachten Voraus- 
setzungen mit denen von A = tibereinstimmen miissen,, ;; konstant" 
werden, ist notwendig, daB die Koeffizienten der iibrigen Potenzen 
von 03 in B^ ebenfalls ; ,Konstanten" sind. 2 ) Die Gleichung (5) 
ist aber, falls ihre Wurzeln selber J; konstant" sind ; auch die hin- 
reichende Bedingung fur die Esistenz gemeinsamer Losungen von 
f(y^) = nll( i -P(y) ^ 0; denn aus (5) folgt nach (4): 



0, 

nnd daraus nach dem Satze von Casorati^: 



worm die c i ; ; Konstanten f<r sind ; die niclit samtlich verschwinden. Es 
existierfc also eine Losung u v = c 1 y^ + * * * + c n y^\ welche die vor- 
gelegte Gleichnng P(y x ) ==- mit f(y^ = gemeinsam bat. 

Sind die als ?; konstant" vorausgesetzten Wurzeln o 1? co 2? ... ; w n 
alle voneinander versch.ieden ; so erhalt man n Gleicbungen 

(6) K ro - 1 )y.+ 4. w ^i+- + 4 IJ *. + ,-o (*-i..-.) 

mit denen P(y s ^) = Losnngen gemeinsam hat. Ist ferner y^ eine 
von Null verschiedene Losung, welche die 7i te der Gleicbungen (6) mit 
P(;^.) = Q gemeinsam hat, so sind y\ yf\ . .., y^ voneinander linear 
unabhangig. Denn bestande zwischen Omen die Beziehung 



1) Satz von Casorati, 2. Kap.^ I, A. 

2) Sind die Koeffizienten der G-leiclmng (A) sowie der Relation (1) ins- 
besondere rationale Funktionen von x, so sind die Koeffizienten der Gleickung (5) 
alsdann wirkliche Konstanten, also auch ihre Wurzeln eo ipso konstant. 

3) 1. c. 
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so erliielte man aus 



durch Multiplikation mit C K und Summation tiber Tt von 1 bis n: 



und vermoge dieser Gleichung durch Multiplikation der vorigen mit 
ca) und Summation: 



allgemein: 

cX^ 1J + - + c n <D s n i/^ = (); (s = o,i,..,-i) 

und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln (a 1? ca 2 , . . . ? GJ W die 

Determinante I co r 2 U~ ' ft " " ' M "~~ ) nicht verschwindet, so mu6 
I A \i-= l, 2, . ., n J > 

c l == c 2 = = <? n = sein. Daraus folgt, daB P(/J = mit keiner 
der Gleichungen (6) mehr als eine Losung gemeinsam haben kann 1 )^ 
da zwiscnen n -f- 1 Losungen von P(?/ r ) = jedenfalls eine lineare 
Relation mit ;; konstanten" Koeffizienten bestehen muB, die nicht samt- 
lich verschwinden. Haben aber zwei liomogene lineare Differenzen- 
gleichungen nur eine Losung gemeinsam, so kann man diese nacb 
dem Kettenbrucbverfahren 2 ) durch bloBe ;; Quadratur" (d. h. durcb 
Auf losung einer linearen nomogenen Differenzengleichung erster Ord- 
nung, deren Eoeffizienten dem Bereicne angehoren 3 )) erhalten. Die 
Gleichunen 



(7) f(^) s Sy 9 + ^y x+1 + - - - + B*-*y m + n _, - 

(A = 0,1, .., !) 

konnen dazu dienen, die jeder Wurzel co der Gleichung (5) ent- 
sprecheride Losung zu ermitteln. Denn da fur eine einfacne Wurzel & 
die TJnterdeterminanten (n l) ten Grades von B^ nicht alle gleich- 
zeitig verschwinden konnen^ so sind n 1 der Gleichungen (7) von 
einander unabh'angig, und man erh'alt durch ihre Auflosung insbeson- 
dere den Quotienten y x+ i'y x gleich einer Funktion von a? ; welche 
dem Rationalit'atsbereiche angehort. Den Fall ; daB die Gleichung A = 
eine mehrfache Wurzel a> besitzt, behandeln wir nur in dem folgenden 
Beispiel und verweisen im tibrigen auf die Abhandlung von Waflen- 
lerg (4.). 



1) Dabei gelten. Losungen, die sicli nur durch eine multiplikative ,,iCon- 
stante" unterscheiden, als nicht verschieden. 

2) Vgl. 2. Kap , IT. 

3) Vgl 1 Kap , H, A 



IV. Anwendungen der Theorie der Rationalitatsgruppe. B. 157 

Als Beispiel bebandeln wir eine Differenzengleieliung z welter 
Ordnung 



Zwischen zwei Losungen ^ und % x derselben bestehe die Relation 

(8) e. 



worin A x und J5 a ebenso wie p x und g^ dem Rationalitatsbereiche an- 
genoren und nicht gleiclizeitig 1^=0, -4 a == , ; Konst " ist. Hit Etick- 
sicht auf (B) ergibt sich aus (8): 



also: 

(9) 
worin: 



ist. Aus (9) folgt, daB Gleicbung (B) reduktibel ist, wenn nicht 
gleichzeitig r x und 5^ verschwinden. Aus r x = ergibt sich ? da g x 



also: 

/1A N Ar+Ar+l 

(10) ^- - 5 

und aus $ x = mit Rucksickt auf (10): 



also: 

X--X 4? + <?i4* + e 2 

(ii) ? - ^5^T" ; 

dariii sind q und <? 2 -wiEkiirliclie ?; Konstanten" ? d. h. periodische Funk- 
tionen von der Periode 1, Nun ist: 



also: 



Sind die Wurzeln CD^ und co 2 der trleichung 

ca 2 + e 1 co + c 2 == 0, 
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welche im allgemeinen periodisehe Funktionen yon der Periode 2 sind ? 
?? Konstanten rt (periodische Eonktionen von der Periode 1), so wird: 



d. li. P(y x ) 1st reduktibelj sind Insbesondere ^ und q x sowie A x und 
B x rationale Funktionen von x, so sind ^ und 2 wirkliche Konstanten, 
also anch co i und <r> 2 konstant und daher P(j/ x ) sicher reduktibeL 

Uberzeugen wir uns noch, daB die Xoeffizienten der Gleichung 
I ^f l) ^ ; ,konstant" werden, wenn man fur p x und q x ihre Werte 
aus den Gleichungen (10) und (11) einsetzt: Wir bilden unter Be- 
rucksichtigung von (B) die Grleiclmngen 



Ihre Determinant e ist 



oder 



Mit Rucksicnt auf (10) und (11) wird in der Tat: 



A-^-x + l - Par^^ + l + S^-Sr + l = ^2 * 

Sind nun die Wurzeln Oj und o 2 der Gleichung D = o 2 + q a? + ^ 3 == 
selber ^konstant", so ist die Gleichung (B), wenn fur p x und q x die 
Ausdriicke (10) bzw. (11) gesetzt werden, fiir beliebige A x und B x 
reduktibel; sie hat namlich mit den Gleichungen 

PM = (A, ~ i)2/, + S,y t+l = 
und 



je eine Losung gemeinsam^ falls ca 2 von (D verschieden ist. 1 ) 
Ihre Losungen sind: 

u (1] - 

tt * "" 

Setzt man 



1) Da P 1 P 2 = P 2 P 1 , so ist direkt 
einstimmung mit dem oben gefundenen Resultat. 
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worin a x und # 2 willkurliche , ; Konstanten" sind, so besteht zwiscten 
YI X und ^ die Relation (8): 



und man erkennt, daB r^ selber fur allgemeine J.^ und B x keiner Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung genugt. 

1st G3 1 =co 2 = cf= gM, so hat die Gleictung (B) eine Losung 
uf } mit der Gleichung 



und eine zweite Losung u ( ^ } mit der Gleichung 
(A x -c}y x +Bsj x+l = U ( V 
gemeinsam. 1 ) Die Losungen von (B) sind tier 2 ): 



Setzt man 



so erfiillen ^ und ^ die Relation (8). 

Endlich zeigen wir noct an einem moglichst einfacten Beispiele ; 
da6 ; wenn die Wurzeln ^ und co 2 keine ?? Konstanten% sondern perio- 
disclie Funktionen von der Periode 2 sind, die Gleiohung (B) irreduk- 
tibel sein kann ; selbst wenn man diese Wurzeln dem Bereicne ad- 
jungiert. 3 ) Zu diesem Zwecke watlen wir A V =*Q, S v =l, dann 
lautet die Gleiahung (B): 



wo q und c% ;) Konstanten^ sind; und es sollen die Wurzeln CD I und % 
der Grleictung 

G3 2 + q + C 2 = 

periodiscte Funktionen von der Periode 2 sein. 4 ) 1st ^ eine beliebige 
Losung von P(y^) = 0, so ist auct ^ x+1 eine Losung, sodaB die Re- 



1) Auch hier ist direkt P(y x } -= p i p i W = ir P i 2 fe)^ ^ 

-Vx-ttx+l -Vx^x + l 

der Tat sind, -wenn w^' eine Losung von P^a-) ist, die Losungen von 
P 1 P 1 (y a .) = 0: W und w^, wo u eine Losung von P x (y^ = ^ 1} bedentet 

2) Ygl 3. Kap., Y 

3) Vgl. die SehluBbemerlning dieses Abschnittes. 

4) Wanlt man z. B. c t = 2, <? 2 1 e 271 **, so ist CD I = 1 + e 71 ^, 
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iation (8) in der Tat die Form annimmt: ^ = ^^+1- Die Losungen 
t und ?; a sind linear unabhangig; denn ware g r =:c^ r (c ^Konstante"), 
so ware 7^ erne Losung der Differenzengleichung erster Ordnung 
i] K+1 -~ ?^ = ; also die Gleichung P(/J = reduktibel, was, wie 
unten gezeigt wird, nicht der Fall ist. Als Rationalitatsbereich kann 
der samtlicher ;; Konstanten" gewahlt werden, und wir zeigen zunachst, 
da6 in diesem Bereiche die Gleichung P(y^) = irreduktibel ist. An- 
geiiomnien, es sei: 



worin /? eine ;? Konstante% so ware a + 13 c x , ccfi = c 2) d. h. a und /3 
Wurzeln. der Grleichung o 2 + c t co + c 2 = ; also nach Voraussetzung 
keine ,,Konstanten^ was unserer Annalime bezliglich j3 widerspriclit 
Aber selbst unter Adjunktion der Wurzeln co x und C3 2; also periodischer 
Funktionen von der Periode 2, ist die Grleichung P(y x } = irreduk- 
tibel; es sei namlieli: 



worm jetzt j8 x eine penodische Funktion yon der Periode 2 ist; so 
miiBte a x + p x+l = - ^, ^/3 r = ^ 2 , also q/S^ A T ^ +1 = e 2? d. L, 
da fixfiz+i ^ Q ?; Konstante" ist, /^ selber eine ^Konstante fi sein, was 
unserer Annabnie widerspriclit; also aueh in diesem erweiterten Be- 
reiche ist die Gleichung P(yJ ~ irreduktibel. 

Wir baben folgenden Satz bewiesen: 

Wenn zwisclien swei Fundamentallbsungen ^j und y^ einer JIOMO- 
genen Unearen Differenzcngleichung (A) die Eelation (1) "bestelit, d. h. 
die eine Losung ein liomogener linearer Differensenausdruck der anderen 
mit Koeffigienfen aus dem BereieJie ist, so ist die Glewliung (A) reduk- 
tibel, es sei denn 7 da/3 Jceine Wurzel der etwa r ) zw Relation (1) ge- 
Jiorigen Grundgleicliung A = } ,Jconstant" ist. 2 ) 

Die von Landau (Archiv der Math. u. Phys. (3) 10, 45 50) in 
bezug auf Differentialgleichungen gemacbte Bemerkung gilt auch. Mer: 
Fur die Griiltigkeit des oben bewiesenen Satzes ist die Zugeborigkeit 
sarotlicher 3? Konstanten^ zum Bereicne nicht erforderlich; doch gilt der 
Satz nicht fiir jeden Rationalitatsbereich, dem nicht alle J; Konstanten" 
angehoren; so gilt er z. B. nicht fur den Bereich der reellen Zahlen ; 



1) Wemx namlich xiberliaupt keine zur Eelation (1) gehorige Grandgleichung 
A == zustande kommt, so ist die Gleichung (A) sicker reduktibel (vgl. 8. 15 Iff.); 
in diesen Falle werden die Koeffizienten der Gleichung (5) keine ,,Konstanten u 
sein und die Koeffizienten der Differenzengleichung (2) nicht samtlich ver- 
schwinden. 

2) Diese Beschrankung f : allt fiir den Rationalitatsbereich der rationalen 
Funktionen von selber fort (vgl. die Anmerkung 2) S. 155 so wie S. 158). 
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wie das einfaclie Beispiel y x+ ^ + y x = leiirt: zwischen den Losungen 
#s ^ s ' m ~2~% U3a( i y^ ^ cos-^-^ besteht die Bezielanng y^ *= y^^ mit 
Koeffizienten ans dem Bereiche ? und docli lautet die einzige Zerlegung 
dieser Differenzengleichung in solche erster Ordnnng mit konstanten 
Koeffizienten: (j/ A + 1 Hr %r)G/i' T i + iy^) = ; worm die Koeffizienten + i 
dem Bereiche der reellen Zahlen nicht angehoren. Dagegen gilt der 
Satz, wie aus seinem Beweise a fortiori hervorgeM ; stets ? sobald die 
als ?? konstant" vorausgesetzten Wurzeln der w Grrundgleichung% 
deren Koeffizienten nach obigem (S. 154ff.) clem Eationalitatsbereiche 
angenoren, dem Bereiche adjungiert werden. 

C. "Vertauselibarkeit homogener linearer Differenzenansdriicke. r ) 

Eine Anwendung findet der vorhergeliende Eeduktibilitatssatz bei 
der Untersuchung tiber die Vert aus chbarkeit nomogener linearer Diffe- 
renzenausdriicke. 

Sind P(y x ) = P nnd Q(y x ) = Q zwei nomogene lineare DiflFerenzen- 
ansdriicke: 

(i) 

(2) 

so bedeutet das symboliscne Produkt PQ, dafi in P(y^) an Stelle 
yon y x der Ausdruck Q(y^) gesetzt werden soil (vgl 2. Kap,, V). Fur 
die Zusammensetznng linearer Differenzenansdrticke gilt zwar das 
assoziative ; aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz; viel- 
mehr niiissen die Koeffizienten von P nnd Q gewisse Bedingnrigen 
erfullen, damit dies der Fall sei. Diese Bedingungen sollen im 
folgenden ftir Differenzenausdriicke erster und zweiter Ordnung auf- 
gestellt werden sowie fur solche n iex Ordnung mit rationalen Koeffi- 
zienten unter der Voraussetzung, daB einer der beiden Differenzen- 
ausdriicke irreduktibel, d. h. nicht in lineare Differenzenausdriicke 
niedrigerer Ordnung zerlegbar 1st, deren Koeffizienten demselben 
Eationalitatsbereiche angehoren. 

1. Vertauschbarkeit zweier Differenzenausdriicke 
erster Ordnung: 

Q- <>*, + *?y,; 



1) Wallenberg, 5. 

Wallenberg: Liaeare Differenzengleichungen 11 
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Aus PQ=QP folgt: 

VV ~~n^ 0"* b< x ' 

,v (0) (1) , (1) (0) (0) (1) , (1) (0) 

also mit Bertieksiclitigung yon (1): 
d. k 

C Q und c sind ;; Konstanten% d. h. periodische Funktionen von der 
Periode 1; folglich: 

2. Ein Differenzenausdruck zweiter Ordnung und einer 

erster Ordnung: 



, 

^jj? ^ 2ta? "a, + 2 ' "x 

Aus PQ=* QP folgt zanachst: 



Ferner ist: 

ps 

JT 

also 

-^ f -. m y. + i + . w y,-5, 

nnd wegen PQ= QP anct. PS = SP, und dalier nacli 1.: 

5 = Cl P 1 + C3 P; 
folglich: 



Durch eine ganz analoge ScHuBweise iSndet man fiir einen 
linearen Differenzenausdruck n iQT Ordnung Q, der mit einem solchen 
erster Ordnung P yertausclibar ist: 

Q = c Q P n + ^P"- 1 + - .- + c n P*. 



1) An Stelle der Differenz 1 kann die beliebige Differenz Ji treten; die ,,Kon- 
stanten" sind dann periodische Funktionen von der Periode h. 

2) Ist 4 0) = 0, so muB (wegen PS=SP) s^ c sein; es ist dann eben 
Cj = 0. 
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3. Zwei Differenzenausdrucke zwelter Ordnung: 



die Koeffizienten mogen einem gewissen Rationalitacsbereicke 1 ) an- 
gekoren. 

Aus PQ= QP folgt zunackst durck Vergleichung der Koeffi- 
zienten von y x +\ 

^a;-f2 -Pa: + 2 -, (0) CO) 

^or = ^w-> also ^ - a A 

worin c^ eine periodisclie Fanktion Ton der Periode 2 ist, die sicli 
jedoch. auf eine solclie von der Periode 1, d. h. auf eine 3; "Koiistante^ 
reduzieren kann. Es ist Her ein wesentlicter Unterscliied gegenii"ber 
den entsprechenden DijBferentialausdriicken zu konstatieren ? bei denea 
die Koeffizienten der zweiten Ableitung sick nur durcli eine Konstante 
nntersciieiden konnen. Wir laaben also zwei Palle zu untersckeideu : 

a) cCy. ist eine periodische FimJction von der Periode 1 : a x+I =cc, c , a x ~c. 

Dann ist 



also wegen PQ = QP auch HQ = QR imd dalier nacL. 2.: 



P = 4- Q + H = d B 2 + ^E l + d^Ro (d , d 1} d 2 3J Konstanten). 



Da an Stelle von R allgemeiner mJ? 1 + ^U (m y n ?7 Konstante3i^) 
gesetzt werden kann ? so sind c 0} c 1} c^, d QJ d 13 d% willktirlicke 3; Kon- 
stanten". Da6 die so gefundenen Ausdriicke P und Q wirklick mit- 
einander vertausckbar sind ? leucktet okne weiteres ein. 

1st r f = 0, so folgt ans QE^EQ oder Q(ry x ) = rQ(y x \ 
daB r^ = c sein mn6 ; falls P nnd Q eigentliclie Differenzenausdrucke 
zweiter Ordnnng sind, d. k. solcke ? die anBer y x+ % nnd y x auck wirk- 
lick y xJrl entkalten (entkalten sie namlick nicfit y x+ i, so sind sie 
eigentlich Differenzenausdrucke erster Ordnung, nur daB uberall die 
Differenz 2 ist, also auck die 7? Konstanten" periodiscke Funktionen 
von der Periode 2 sind 5 vgl. die Anmerkung in 1.). Es ist dann also 

p-y<? + <^. 

b) a x ist eine periodische Furiktion von der Periode 2: a xJr <% = tx x . 

Die direkte Gleicksetzung der Koeffizienten von PQ und QP fiikrt 

auf nickt lineare Differenzengleickungen zweiter Ordnung; dieselben 



1) Ygl 5. Kap., I. 

11* 
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sind aber durch rationale Prozesse losbar, falls man die Ergebnisse 
der vorhergehenden Untersuclrung zweimal anwendet: Es sei nam~ 
licli r ir eine beiiebige Losung Ton Q(y x } = 0, die keiiier nomogenen 
linearen Differenzengleichung erster Ordnung mit Koeffizienteri aus 

dem Bereicne geniigt, also 



dann ist auch ^ 
Es ist aber 



eine Losung von 



= 0* 



also 



g. 



Daner ist nach den Ergebnissen von B (siehe das Beispiel): 



Ferner ist: 

(I) POfJ 

Andererseits sei 
dann ist anch 



eine Losung von P(/J = 0, also 



eine Losung von P(y^) = und daher nach Friiherem: 



Vergleiclit man die beiden so gewonnenen Ausdrticke (1) und (2) von 
P, so erhalt man dureh Gleichsetzung der Koeffizienten von y x ^i 



(0) 



Ferner ergibt sich durch Gleichsetzung der Koeffizienten von y K 
unter Berticksichtigung von (3): 



Die endgultigen Ausdrticke fur P und Q lauten also: 
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darin 1st E = r'V a + 1 + r^yj r und / 1J sind willkiirliebe Funk- 
tionen von x, ferner c 19 c 2 , d wiUkurlicne ; ,Konstanten" und a x eine 
willkuiiiche periodiscbe Funktion von der Perlode 2 (X. +2 = aj. 
Seispiel: 

^(0) 1 (i) 1 e*" 1 T> 1 e** x 

r x ~1, y a --T"' also R = y v + 1 ---y x . 

a x = e** ; Cl = c 2 = d t = 0, also j9^ 0) = e-* lx x\ 



Es ist noch der Fall rj 0) = zu erledigen: Da ^= 
eine Losung von $(j/J = ist, so ist aueh P(J == ^(gj^^ 115 ^ eine 
Losung von Q(y^*=Q. Zwiscnen den drei Losungen ^ r^Wxy ^'^x 
besteht aber eine lineare Relation mit w konstanten" Koeffizienten: 



w 



also ; da ^ =j= 0: 

^o + V, W +f,rr-0; 

daher ist rj^ == a x eine periodische Funktion von der Periode 2 x ) 
(^+2 = 0? ^^ e s ^ c ^ au; f e ^ ne solcne von der Periode 1 ; d. h. anf eine 
j ? Konstante" reduzieren kann. Dann ist 



Aus QP^PQ folgt: 

.Q*+ ***& + ,(vx - O^W- ,*+ ( 1+ i- J?L 1) 

oder __ 

ff^KOwi - Jy*+i K+i - ^) ^+il = 5 

also entweder q^ = 0: dann sind, da auch p^ = 0, wenn r^ ) = 
und fj 1) = ? P nnd keine eigentlichen linearen Differenzenausdriicke 
zweiter Ordnnng. In der Tat sind zwei Ausdriicke 



wo a und a periodiscbe Funktionen von der Periode 2 sind ; mit- 
einander vertauscbbar (vgl. l. ; Anmerkung), Oder es ist 2^+0: dann 
iniiBte jedenfalls, da Q x+1 aucb y y +$ enthalt, ct x+1 cc x und daber 

durcb Subtraktion ^(rj^- ?*i^) + ^( r r 1 f"i ^ S ) = 0; a] so entweder r^ 1 | 1 = 
oder r^ 1 ! 1 -|-r^= und daher aiich r^| + r i 1 l 1 = * i folglich r^ 1 ? 2 = r 

j-tj. x Cg -r- ^ 
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aueli s x+1 = e t sein; das ware aber der Fall 3. 7 a). 1st also erst 
# 2 == a^ so kann fur eigentliclie Differenzenausdriicke zweiter Ord- 
nung der Fall r^ = garniclit eintreten 

4* Endlich soil allgemein die Vertanschbarkeit zweier homogener 
linearer Differenzenausdriieke ? deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind, unter der Voraussetzung untersucht werden, daB einer derselben 
irreduktibel ist: Es seien zwei homogene lineare Differenzenausdriicke 
mit rationalen Koeffizienten, P von der Ordnung p und Q von der 
Ordnung 2(p^2), miteinander vertauschbar: PQ = QP, und es werde 
Q als irreduktibel vorausgesetzt. Die Differenzengleichung Q(y x ) = 
moge die Losung ri x besitzen. Da QP(y^) = PQ(?] X } = ist ; so be- 
sitzt die Grleichung Q(y x ) = auch die Losung ^ = P(?7j. Ware 
nun % x linear unabhangig von 7^, so miiBte nach dem vorher be- 
wiesenen Satze (B.) die Grleicnung Q(y x ] = reduktibel sein ; entgegen 
der Yoraussetzung; folglicn muB ^ = c Q r} x sein (c erne ?? Konstante^. 
Daher hat die Differenzengleichung P(j/ r ) - c^y x == mit Q(y x } = 
die Losung y x , also wegen der Irreduktibilitat von Q(y x } = nach 
einem fruheren Satze (5. Kap, ; I) alle Losungen gemeinsam; folglich ist: 



Ferner ist 



also wegen PQ= QP: 

EQQ^QBQ, d. h. 
Daher ergibt sich durch dieselbe SchluBweise wie oben: 



SchlieBlieh kommt man zu einem Differenzenausdruck Z von kleinerer 
Ordnnng als Q, und es muB Z c n y x == mit Q == alle Losungen 
gemeinsam haben, also Z c n y v identisch verschwinden oder 
sein. "Daraus folgt, daB p = nq und 



ist. Offenbar ist diese Bedingung fiir die Vertauschbarkeit von P 
und Q auch hinreichend, selbst dann ; wenn Q reduktibel ist. Da 
Differenzenausdriieke erster Ordnung als irreduktibel anzusehen sind ? 
so folgt fur q = 1 der am Schlusse von 2. angegebene Satz iiber die 
Vertauschbarkeit eines linearen Differenzenausdruckes erster und eines 
solchen n te * Ordnung. Ferner folgt ; falls auch P irreduktibel, also 
n = 1 ist 7 daB in zwei vertauschbaren irreduktiblen Differenzenaus- 
druck en ? abgesehen von einer multiplikativen ?; Konstanten" ; nur die 
Koef&zienten von y x sich um eine additive ^Konstante" unterscheiden ? 
analog den linearen Differenzenausdriicken erster Ordnung. 



ZWEITER TEIL 

INTEGRATION DER LINEAREN 

DIFFEEENZENGLEICHFNGEN 

DURCH AJSTALYTISCHE 

AUSDRtTOKE 



Die Untersuchungen iiber die Darstellung der Losungen linearer 
Differenzengleicliungen darcli analytisclie Ansdriicke sind mit Aus- 
nahme einiger Differenzengleicnungen erster und zweiter Ordnung 
sowie der Grleichungen mit konstanten und linearen Koeffizienten 
ganz neuen Datums und steeken zum Teil noch in den Anfangen. Wir 
werden in diesem Kapitei die wichtigsten dieser Untersuehungen, so- 
weit sie fur ein Lehrbuch reif sind, ausemandersetzen, bescnranken 
uns aber auch hier im allgem&inen (bis auf das ietzte Kapitel) auf den 
Fall, daB die unabnangige YeranderlicKe reell ist 1 )^ und dafi (bis auf 
das 9. Kap. und das 10. Kap., IV) die Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. Perner werden wir auf die in England beliebten sjm- 
bolischen Methoden yerzichten, da der zur Aufstellung ilirer Grund- 
formeln und deren stronger Begriindung notige Aufwand die durch 
sie gewahrten Bechenvorteile uberwiegt, und verweisen dafiir auf das 
Lenrbuck yon Boole (1.). 



Siebentes Kapitel. 

Lineare Diflerenzeagleiclmngen mit konstauteii 
KoeffizIeEten. 2 ) 

L Homogene Oleidrangen. 

Es sei die Jiomogene lineare Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten 



(i) 

vorgelegt. Setzt man 

y x =******> 

worin r eine Konstante ? u x eine Funktion von x ist, und beruck- 
sichtigt die Form el 3 ) 



1) Dagegen ddrfen die Koeffizienten der Differenzengleichung komplexe 
Grofien enthalten. 

2) Lagrange I. u. 2., S 152155 (ygl. Lacroix, 1.; Boole, 1.; Markoff, 1.; 
Seliwanoff, 2.). 

3) Ygl. l Kap., L 
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(2) & +i -r' +i (, + ftA J ,+ (J)AX + -" + A l M s ), (* = i,?,.., n), 
so erhalt man, wenn nocli die ,,cha/rakteristisclie Funktion" 

(3) _ f(r') = ^+ ai r- i +--- + a ll 
eingefiihrt wird: 

(4) 



Die rechte Seite von (4) verschwindet, wenn r = r k eine Wurzel der 
yjCJiaraUeristiscJien Gleichung" f(r)==0 und u x ~\ ist ; da P^^r^f^*); 
dalier 1st y x = r/ eine Partikularlosung der Gleichung (1). 

Slnd die Wurzeln r 1? r 2? . . . ? r w der charakteristisclien Grleicliung 
alle von einander verschieden ; so lantet die allgemeine Losung von (1): 

y* = i^ + ***** + + 3 ,^; 

worin die G) k ?? Konstanten" bedenten; die Losungen r x } r/, . . ., r bilden 
namlich ein Fundamentalsystem von (1), da ihre Determinante 

(5) D= r,^* 



ist. Soil im Interval! (inklusive) bis n (exblusive) y x = (p(%) 
sein ; worin (p(x) eine vorgescnriebene Funktion von x ist ; so be- 
stehen fiir <^ x < 1 die Grleichungen: 



Una die ?; Konstanten" co e daraus zu bestimmen ; multiplizieren wir die 
A te Grleickung mit einem noch zu bestimmenden Faktor A z und 
addieren; dann ernalten wir, wenn noch 



gesetzt wird: 



(t = l,2,...,w); 

wahlen wir nun die \ (i = 1, 2 7 . , ., w) so ? dafi /^.(r) ftir r = r t , . . , ; r _ 1? 

r +i; *- *; r v^rschwindet, also jQ(r) = -^ wird ? so ist /J(f f ) =/"( r *)? 
und es ergibt sicn: 
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Die Funktionen a> t (#) sind hierdurch im Interval! <^ < 1 und 
daher als periodische Funktionen von der Periode 1 bei geeigneter 
Wahl von <p(x) filr alle Werte von x bestimmt. 1 ) 

1st dagegen r eine ^-fache Wurzel der eharakteristischen Grlei- 
chung 7 so wird die rechte Seite von (4): 

A^ a +j^f^'' +1 /^ +1) ('-)A'' +1 ,+"- + | i - a!+ -^(r)A-,; 

dieser Ausdruck verschwindet, wenn u x eine "beliebige ganze Funktion 
hochstens (/A l) tei1 Grades von x ist; daraus folgt, daB 

Partikularlosungen von (1) sind; also 2 ): Einer p-faclien Wurgel der 
cliarakteristischen Gleichung entspricht eine p-faclie Losung der Qlei- 
chung (1). 

Wir betraehten den extremen Fall ? daB alle Wurzeln der eharak- 
teristischen Gleichung einander gleich sind; in diesem Falle besitzt 
die Gleichung (1) die n Losungen 



dieselben bilden ein Fundamentals js tern , da eine homogene lineare 
Relation mit ;; konstanten^ Koeffizienten 



wegen r 4= 

co l + &%% -f - . - + o ft af - 1 = 

fur jeden Wert von x, also 

co i = 7 co 2 == 7 . . . ; co n = 
nach sick zieht. 

Es seien nnn allgemein Ji verschiedene Wurzeln r 1; r$ ? . . , r h 
von den Ordnungen ft 1? p 2? . . . ; p h (^ + ^2 ~\ ----- h ^ = n ) vorhanden; 
dann behaupten wir ? daB auch die n Losungen 

A. X /V.A, X /Y >U l 'L^. A.. X /y, r X sy,lUlfy, X. . A. X /y* r X ^U^ly X 

T l ; xr l ? * '? x ' 5i *2 ? ^^2 ? ; ^ ^2 ? * * ? r h ? ^ r h ; ? ^ r ft 

ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden. Wir haben nnr zu 
beweisen ; daB keine Kelation von der Form 



moglich ist, wenn die p (i== 1 ? 2, ..., K) Polynome vom Grade ft 1 
mit ?? konstanten" "Koeffizienten sind ? die nicht samtlieh verschwinden. 



1) W. 2) Vgl. 3. Kap., H. 
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Zn diesem Zwecke bilden wir aus der angenommenen Eelation die 
Ji siikzessiven Gleichungeii: 



Trorin nacli dem 1. Kap ; I (vgl aueh 61 (2) dieses Kap.): 



ist. Da diese Grleichungen fur jeden Wert von x bestehen sollen, so 
rauBte auch die Deterrainante 



ideutiscli ? d. b.. fur alle Werte von x versdiwinden, Der Koeffizient 
der hocb.sten Potenz yon x in dieser Determinante ist aber, abgesehen 
von einem ;; konstanten% nicb.t identiscb. verscb.windenden JPaktor: 



verschwindet also nicM, da r 1? r 2? . .., r h TOIL einander verscbieden sind. 
Die angenommene E-elation ist also nicbt moglicb, d. b. die obigen 
H Losungen bilden ein Fundaraentalsystem von (I)- 1 ) 

Beispiele: 



/( r ) = r 8 +r 2 -9r-9-(r + l)(r s 9). 

Die Wurzeln der cbarakteristischen Grleicbung f(r) = sind 1, 3, 3 ; 
daher lautet die allgemeine Losung: 



= (Seliwanoff), 
= ( ir _ 1) (r 6), 



Wenn die Koeffizienten der vorgelegten Differenzengleichung (1) 
i;eell sind, so darf man erwarten, da6 auch die allgemeine Losung 
derselben in reeller Form auftritt, selbst wenn die Wurzeln der 



1) W. 
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charakteristischen Grlelclinng komplexe GroBen sind. Wir wollen an 

einem hinreichend allgemeinen Falle zeigen ; wie man das stets er- 
reichen kann: 1 ) 

Die Gleiclinng /"'(>) = inoge erne dreifache komplexe Wurzel r t 
besitzen; dann hat sie nach einem bekannten Satze der Algebra auch 
eme dreifache konjugierte Wurzel, die wir mit r 4 bezeichnen; die 
librigen Wnrzeln r 7 , r s? . . , ; r n soilen reell und yon eiziander ver- 
scliieden sein. Die allgemeine Losnng unserer Differenzengleichung ist: 



Vx = 

Wird 

r i === Q ( cos 
gesetzt ; so ist 

? 2 sin gi), 
-f isin xcp), 



Daher nimmt, wenn man 



setzt, die allgemeine Losnng die Form an: 
^ > ra + *# + ^ 2 ) cos ^ + 



darin sind c: 0? 1? # 2? ^ 0; jS 1? ]3 27 c? 7 , ..., o^ die willkiirlichen 
stanten". 2 ) 

Seisfiele: 

* !/, +2 +^ + i+4^ = (Seliwanoff); 



'i,a = - 1 *l/3 - 2 (cos ^ i sin 

o / 27tf , . 2?r \ 

^ = 2*^ cos x + B 2 sin xj . 
5. y a+ 4+y,0 (Seliwanoff), 



y = cos + i sin , r 3 ^ = cos + sin ~~r~ ; 
, = co l cos x + CD 2 sin ~x + co 3 cos -x + o> 4 sin -y-i 



1) Ygl. Sdiwanoff, 2. 

2) Soilen a 0} a x , or 2 , |5 , ft, ^ 2 reell sein, so miissen ca 4 , o 6 , oo 6 bzw. zu 
CD I , co s , co s konjugiert sein. 
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6* y x+ t+2y*+*+3 yae +3+2y x+l +y t = Q (Markoff); 
f^r) =^+ 2r s + 3r 2 + 2r + 1 = (r 2 + r+ I) 2 . 

Die Gleichung f(r) = besitzt zwei Doppelwurzeln 



cos ~ + + ^ sin "" 



Soil unter der Annahme 



y 100 berecknet werden, so sind, da nur ganggaklige x in Betracht 
kommen ; a 09 cf i7 13 , j3 x wirldiclie Konstanten, die sich aus den Anfangs- 
bedingnngen folgendermafien bestimmen lassen: 



= K + i) eos ir + (ft + A) sin 



3 

- J- frt -L 9 /M ain - 



2/2 ^ 0*o + 2^) cos -^ + (/3 + 2 jSJ sin - g - = 1 5 

also: 

1 2 

einf V' 

folglieh: 

? wenn x = (mod 3) 

2(0-1) . 2^ 



sin ~r- x 



x - 1 , wenn ^ = "1 (mod 3) 
1 a; ; wenn x = 1 (mod 3) 

198 . 2^ ~~ 



. ^ ys 

und insbesondere: 



tJber homogene lineare Differenzengleichungen mit ^ 
oder uberhaupt mit periodisclien Koeffizienten existieren noch keine 
Untersuchungen von hinreichender AUgemeinheit; es sei an dieser 
Stelle nur bemerkt, daB z. B, die Gleichnng y x+ ^ = $ nzx y x die Losung 

y x = (De 71120 ^" 1 ^ besitzt ? ferner die Gleiclmng y x +i = ctg ~^x - y x die 



Losung y x = o sin x (o willkiirlicne ;; Konstante".) Siene anch 

die beiden Noten yon Esdangon, 1. und 2 V fiber Tollst'andige lineare 
Differenzengleickungen ? der en Koeffizienten eine irrationale Periode 
besitzen. 
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n. Tollstandige 
Die Losung der vollstandigen Gleichung 

(6) 



kann nach den im 3. Kap. ; V auseinandergesetzten Methoden vollfiilirt 
werden; die allgemeine Losung von (6^ lautet danach.: 

*. = y 

worin die & die zu den Losungen y^ der reduzierten Gleichung 
P(y x ) = adjungierten Funktionen sind ttnd der zu P(y x } = ad- 
jungierten Gleichung P(^) = geniigen. In unserem Palle lautet 
die adjnngierte Grleiclning: 



ihre cliarakteristische Gleichnng 

f(r) ~ 1 + a r + a^+- + aj n - 

besitzt als Wurzeln die reziproken Werte der Wurzeln 
der cnarakteristisclien Gleictmng 

f(r} = r n + a i r n ~ 1 +*- + a n = 

der reduzierten Differenzengleielmng P(j/J = 0. 

Sind samtliclie Wurzeln dieser Gleichung von einander verschieden^ 
so ist: 

dD 



Dies ergitt sich aucli folgendermaBen: es ist nach dem 3. Jap. } IV: 



aber nacli Gleicliung (4) dieses Kapitels: 



; 
also: 



1) Lagmnge, 1* u. 2. (vgl. Lacroix 3 Boole, Markoff, Seliwanoff)*, W. 

2) Sielie Gleiclmrig (5) dieses Kapitels; die Gleichungen (8) im 2. 3ap., I, C 
ergeben fur diesen besonderen Fall die ans der Algebra bekannten ,,Etdersc3ien 
Fonaeln". 
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Daher lautet die allgemeine Losung von (6): 



es sei wieder daran erinnert, da6 jede Summe noch eine willkiir- 
liclie additive ,,Konstante" entMlt. 
1. Seispiel: 

f, W.); 



, /"(I) = - 5, f' 



y* - % + co 3 6-- -(a- 1) - ^ - j 



In vielen Fallen kann man aber eine Part ikularlo sung ri x der yoll- 
standigen Gleiclmng (6) direkb finden ; soda6 ; wenn y x die allgemeine 
Losung der reduzierfcen Gleichung ist ; nacL. dem 8. Kap., V die all- 
gemeine Losung von (6) die Form y x = y x + rj x tat, Der wichtigste 
dieser Falle ist der, da8 die rechte Seite p x = a x g x ist ; worin g x eine 
ganze rationale Funktion von x bedentet; es kann auch insbesondere 
a=l oder g x =c (Konstante) sein.^) Wir setzen in diesem Falle, 
um eine Partikularlosung von (6) zu erhalten, y x = a x u x , worin auch 
u x eine ganze Funktion ist. Dann ergibt sicli vermoge der Identitat (4) 
dieses Kapitels nach Division durck a x die Gleichung: 

(8) f(a)u x + af(a)A a + a>A,+ + aA-, -g,, 



die zur Bestimmung von u x dient. 

Wenn a Jceine Wurzel der charakteristischen Gleichung f(r) == 
ist ; so besitzt u x denselben Grad wie g x \ man setzt nun u x mit un- 
bestimmten Koeffizienten an und erhalt durch Vergleichung der 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 



1) Partielle Summation; a x = ~-^~- (siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 35 

n. 37); vgl. 1. Ka$., II, B, (c) u. (h). 

2) Ygl. Boole, Markoff, Seliwanoff 
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Gleichung (8) zur Bestimmung derselben ein lineares Grleiclrangs- 
system. Von der Anflosbarkeit dieses Gleichungssys terns tberzengt 
man sich am besten folgendermafien : jSTacn der ^ewtonsoheji Inter- 
polationsformel 1 ) gilt for die gauze Funktion m ien Grades f/ t die Ent- 
wicklung 



worn 



1st 5 setzt man nun in derselben Weise 



so erhalt man fiir die zu bestimmenden GroBen fi k aus (8) durcli Ver- 

gleichting der Eoeffizienten von (!\ (k = m f m ~L, ... ; 1 ; 0) die 
Gleicnungen: 



(9) 



Da f(&) 4 s ist, so lassen sich in der Tat hieraus die Koeffizienten 
Pm> ^m-i? - ? ALJ A sukzessiye bestimmen. 

1st dagegen a eine /c-facne Wurzel yon f(r) = Q, so nimmt die 
Gleichung (8) durch die Substitution y x = ^^ die Form an: 



aus ihr folgt ; dafi t^ vom (m + A) tei1 Grade in x 1st, wenn ^ den 
Grad w besitzt. Man kann tier setzen 



oder auch * = 2& G 



und erbalt zur sukzessiven Bestimmung der Koeffizienten (l m , 
j3 1? /? die Gleichungen: 

1) Siehe z. B. Sdwanoff, 2., S. 6, 

Wallenberg: Lmeare Diiferenzengleiclmiigen 1^2 
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(10) 



Diese Gleichungen sind 16sbar ; weil sowolil a als auch f(a) von 
Null verschieden sind. 

Seispiele : 

2 S/a+s ~ ^2/#-f i + y* ~ x ( Y g^ das 1* Beispiel). 
Hier ist g x = x und a = 1 einfacbe Wnrzel von 

f(r) = r*- 7r + 6 = (r l)(r- 6) = 0; 
dalier existiert eine Partiknlarlosung: 

setzt man diesen Wert fiir ^ in die yorgelegte Gleichung ein ; so 
ergibt sick: 

daher lautet die allgemeine Losung: 

= _L 6^ 4- -?- 2 

in Ubereinstimmung mit dem vorher gefundenen Resultat. 
3. y rr+3 5^/, E+1 + 6y,p == a^ (Boole) 



Ist a 3 ? also eine Wurzel der Gleichung /"(r) = r 2 5r -f 6 = 0, so 
setze man ^ = 3*- ^a?; dann ergibt sich. c x = ; also: 



ganz ahnlich fiir a = 2. Man findet dies auch. folgendermaBen: 

= Jim i - * - 8- . 
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4 - &+4 - y y, +a + T&+I - & = * 
Hier ist 



ferner ist g x = 1 und a = 1 einfache Wnrzel von /"(r) = 0, also 



eine PartikTilarl6sniig ; durcli deren Einsetzung in die Torgelegte Glei- 
cnung ^ == 1 folgt; daher lautet die aligemeine Losung: 

y* = i + <B 2 ( 1 Y + 

Soil unter der Annahme 



berechnet werden ; so ergeben sicn fiir die willkiirlichen (Her 
wirklichen) Konstanten die Werte: 

G3 t = o 4 == ; d> 2 co 3 = 8 7 
also: 



und daher: 

2/ 100 = - 108 + ^ - - 108 + ^, 

d. n. nahezu gleich 108. 

5. y s+ , - y x+l + y x - ^ z (Boole, w.). ') 



aus (9): 



- 
i~ (a 2) 3 ' o ~ (a 2) s ' 

y. - (co, + a^)2* 



1st a = 2, also zweifache Wnrzel von f(r) = 0, so hat man zu setzen 



1) Boole (1.) bemitzt symbolisclie Methoden; die obige ReGlmung zelgt, dafi 
man ohne dieselben ebenso sctmell znm Ziele gelangt. 
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aus den Gleiclrangen (10) ergibt sich, da tier m = l, & = 2, f"(a) 
/""a = 1st: 



also: 



Besteht die rechte Seite aus znehreren Gliedern von der Form 
^9 as 9 so gr^ift folgende einfaclie Bemerkuog Platz: 1st ^^ eine Losung 
von P(y^=p x und v x eine Losung von P(y^ = q x , so ist ^+^ 
eine Losung von P(y^) z =p x + Q x ] i^ der Tat ist: 



6* y xJr % + a 2 2/ r = cos mx (Boole, W.). r 

m 



Die reduzierte Gleicnung besitzt die allgemeine Losung 

y x = a x (& l cos * x + co 3 sin -* 
Eine Partikularlosung der GleichuDg 

y* +a + ^ = Y lnfar 
hat nach unserer Theorie die Form: 

(1,2) -i +w*a; 

^ ~\* e ~ 5 
durck Einsetzen in dieselbe ergibt sich: 



daher lautet nach unserer obigen Bemerkung eine Partikularlosung 
der vorgelegten Gleichung: 



und daher ihre allgemeine Losung: 

cos w( 2) 
-L_J 



, 
cos 2 + a sm 



,Aber auch in anderen Fallen kann man zuweilen direkt eine 
Partikularlosung der vollstandigen Gleichung finden ; wie wir an zwei 

Beispielen erl'autern wollen: 

- _, - ^ 

1) YgL die Anmerktmg auf S. 179. 
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f(r) s r 3 + 2r* + 2r + 1 = (r + I)(r 2 -f r + 1) - 0: 

1 2?r . . 2 

*"i = 1, n, 3 = cos + z sin - g - ; 

die reduzierte Gleicliung besitzt also die Losungen 



Der Anblick der rechten Seite suggeriert den Ansatz: 



durct. Einsetzen in die gegebene Gleichnng folgt: 

a = & = 1, 
also: 

/ ^\ v , 2* , .2^,1 1 

^ = co^- 1)*+ co 2 cos o: + 3 sin -^-x + -^ ~ - - 

SoE unter der Annahme 

3 5 1 - 

% = Y; ys^-'Q-j ^i--^ 1 !^ 

^ 200 berechnet werden ? so ergibt sick zunachst aus den Anfangs- 
bedingungen fiir ganzzahlige x: 

ra x = 1 , to, =- a s == , 
also: 



und daher: 

2/200 = 1 



1st endlich die rechte Seite der Gleichung (6) von der Form 



so ist offenbar 



worin f(Q die cnarakteristische Funktion bedeutet, eine Partikular- 



1) Man kann natiirlicli auch die Metliode der Variation der ,,Konstanten u 
anwenden, docli wird die Reclmung bedeutend langer, 
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losung von (6), vorausgesetzt, daB das Integral iiberhaupt emeu 
Sinn hat. 1 ) 

8. Seispiel: 

I 

Da ~ = / f- 1 ^ (#>0), also hier g?(Y) = 1 ist ; so wird: 
x f / 



Am Schlusse dieses Abschnittes inoge bemerkt werden, daB 
Gleichungen von der Form 



dnrcn die Substitution y^ ^TJd^+i ' u x (z. B. durch. y x = V(x 
wenn % x = x ist) nacli Division durch TT^ r4 . 1 (bzw. dnrch P(iZ? + l) ; 
wenn y x x) in Gleiehungen mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden, namlicli in: 



Z. B. wird die Gleichung 



die aucli in der Form 

w(w-l) 

"" 



geschrieben werden kann ; durch die Substitution 



*(*+!) 

nach Division durch TTa- r+1 = a - in die Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 



transformiert. Besonders einfach gestaltet sich der Fall p x = 0. 



1) Vgl. JVtcZscH, 8., S. 264. 

2) PooZe, 1. (Deutsche Ausgabe S. 123 ff.) 
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DDL Anwendungen. 

A. Anwendnngen auf reknrrente Reilien. 1 ) 
Rekurrente Reihen (In engerem Sinne; sind solche Reilien 

y*> ft > ^2; > 2/rj Sk+D ; 
ftir die je n aufeinanderfolgende Glieder durch. erne Relation 

a-i + fl^-M-a + ' ' ' + * n & - 



mit konstanten Koeffizienten verbnnden sind. Die Auflosung dieser 
Differenzengleiekang gestattet, das allgemeine Glied y x der Reine als 
explizite Fnnktion des (ganzzahligen) Index x darzustellen. 
1. Lelirsatz: 'Eine 'konvergente Potensreilte 



dereu Koeffizienten eine rekurrente ReiJie bilden, ist eine rationale FunJs- 
tion von t. 2 ) 

Beweis: Die Relation zwischen n Koeffizienten der Reihe sei: 



Naeh Multiplikation von F(f) mit 

^0) = 1 + aj + a^+ - - - + 
erhalt man: 

2/ -f (^ 



die Koeffizienten der folgenden Potenzen sind namlich die Werte der 
Funktion 



flir x = 0, 1, 2, . . ., also infolge der obigen Relation aJle gleich N"uE; 
daher ist: 



eine rationale Fnnktion von t. Q. e. d. 

Umgekehrt lafit sict, die rationale Funktion 



at n 



1) Die Literatnr iiber rekurrente Reihen siehe "bei Andoyer, 1., S. 69, 
Kote 48. 

2) Vgl. z. B. Serret, Algebra, deutsch von Wertkeim, Leipzig 1878, 1. B., 
S 426 ff.; Seliwanoff, 2., S. 90 ff. J& T (*) b-^ifit die ,,erzeugende Funktion" (Laplace, 1., 

S. 7ff). 
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In die Reilie 

yQ + yit + y 9 t*+--- + y je P+--- 

entwickeln, fiir die je n aufeinanderfolgende Koeffizienten durch die 
Relation 

&+ + *iy*+n-i + a *y*+n-2 + + **y x - o 

verbundea sind. Die ersten n Koeffizienten bestimmen sich ans den 

Gleichungen: 



Die Differenzengleichungen konnen also dazu dienen, die Koeffi- 
zienten der Entwickelungen rationaler Funktionen in Potenzreihen als 
explizite Funktionen des Index zu bestimraen. 

2. Aufgdbe: Es soil das attgemeine Olied der Schimperschen 
Eeilie (der Zaliien des Fibonacci 1 }} 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., 

der en jedes Grlied die Summe der "beiden wrJiergeJienden Glieder ist, be- 
stimmt werden. 2 ) 

Losung: Je drei aufeinanderfolgende Glieder der Reilie geniigen 
der Relation 

2/,-f2-2/r+i-^ = 0; 

die Anfangsglieder sind y Q = 7 y l = 1 . Die charakteristische Gleichung 

f(r)~r s r- 1 = 
hat die Wurzeln 



daher ist die allgemeine Losung: 

A jhV Y 4- (^~~ y^\ x * 

x \ 2 / 2 \ 2 / ' 

aus den Anfangsbedingungen ergibt sich c i = c 2 ; also lautet 
das allgemeine G-lied: ^ 



1) Fibonacci, genannt Leonardo Pisano, Liber abaci, 1202 u. 1228. 

2) Settwmoff, 2., S. 90; vgl. JFV0re, Habilii-Schrift, Jena 1874, S 21. 
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3. Aufgabe: Aus m gegebenen Zahlen 

2/0; 2/u y*> --, y m -i 

wird erne unendliche Beike demrt gebildet, daft jedes Glied derselben 
das arithmeUscJie Mittel d&r in vorhergeJienden Glieder ist; welcJier Grenze 
ndhert sick y n , wenn n umndlicli wdcltst? 1 ) 

Losung: Die der Aufgabe entsprecliende Differenzengleichung lautet: 



Die diarakteristiselie Gleichung 



besitzt eine Wurzel 1 ; und es ist: 



die Wurzeln von ^(r) = seien r 3; r 2? . . ., r m-1 . Dann lautet die 
allgemeine Losnng der Differenzengleichung (fur ganzzahlige x): 



die Konstanten (? 0? C 1; . . ., c m _- L bestimmen sich aus den Anfangs- 
bedingungen : 



Insbesondere ergibt sicli ; wenn man diese Gleichungen der Reihe 
nadh. mit 1, 2, . . ., m multipliziert und addiert: 



Man kann nun leictt zeigen ? da6 der absolute Wert der Wurzeln 
r k Qc = 1 ? 2 ? . . ., m 1) kleiner als 1 ist: Es sei r k = ^e^" eine Wurzel 
YOU if>(r) = 0^ worin ^ der absolute Betrag yon r k ist. Dann muB 



*sein ; und zwar gilt das Grleichheitszeichen nur fur <p = 0, Wenn 
nun p^l, so ist: 

m -1 W -2 - - - 1 



1) Karlsoff, W. 



186 7 Kap. Lineare BIfferenzengleicimngen mit konstanten Koeffizienten. 
und zwar gilt das GleicHheitszeichen nur fur p 1 ; dahei* miiBte 

O OT < wo- 1 

^ = m s 

sein; hierin gilt das GleicKtieitszeiclien nur ; wenn gleichzeitig <p = 
U11C 1 = 1, also ^ = 1 ist. Da aber ^(1) + 1st und die letzte Un~ 
gleicliiing fur das Zeielien < einen Widerspruch mit der vorher- 
geienden ergibt ; so miissen samtliche Wurzeln r k (& = 1 ? 2, . . ., w 1) 
YOU ty(r) = dem absoluten Werte nacti kleiner als 1 sein. Daraus 
folgt aber: 

lim = c = ~ /,- 



B, AnwendtLngen auf die Geometrie. 

4. Aufgabe: Die Kurven von der BescJiaffenJieit m finden, daft, 
nenn von einem festen Punkte in ihrer Ebene n Strahlen getsogen 
w&rden, die gleicJie Winkel mit einander bilden, und dieses -Strdhlen- 
Mschel urn den festen Punkt gedreJit wird, die Summe der Eadien- 
veMoren Constant Heibt. 1 } 

Losung: Die Winkel, welche die Strahlen mit einer festen Achse 
bilclen, konnen ausgediiickt werden durch 

, 2% . 4tf , 2(^1)^ 

OP . W + . CD H ---- . . < + ' " ~ i 

T" i r ' 7 y i ; ;T-I ? 



und wenn r = ^(9?) die Polargleicliung der Kurve in bezug auf den 
gegebenen Punkt als Pol ist ; so hat man: 



, -rr , , , -rr , 

+ ^cp + -- + ... + JF + --^ - = na, 

worin a eine Konstante ist Wir setzen nun 

^n , ^/STZ; \ 

OP = x und 2' ^ =/; 
y M \n J Jx ^ 

dann erhalten wir die Diflferenzengleichung : 

2/or+^ + iH ---- +24-M-1 =?U ^ 

ihre allgemeine Losung ist 

27T . 47t , 2 Ol l)3i; 

y x *= a + ^ cos a? + GJ 2 cos a? + - + o^.i cos \~^-^^ ; 

worin die G? A ;? Konstanten" bedeuten. Daher lautet die Gleiclmng der 
gesuchten Kurven: 

r a + Q! cos 9? + a> 2 cos 2y + - - -f- co w _ 1 cos (w 

die Partikularlosung 

r = a + & cos 9? 7 

1) JBooZe, 1. 
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in CartesiscJten Koordinaten 



stellt die FuBpunktenkurve des Kreises dar ; welche also auch die ver- 
langte Eigenschaft besitzt. 

5. Aufgabe: Es soil die GleicJmng der Skirven aufgestelU tcerden, 
fdr welehe das ProduJct der "beiden Absclmitte der von einem festen Piuikte 
durcJi die Kurve gezogenen Geraden Constant ist. 1 ') 

Losung: 1st wieder r = F(g>) die Gleichung der gesuckten Karve 
in Polarkoordinaten 7 so hat man 

F(q>)-F(<p +*) = *, 
oder, wenn 9 = ax und F(stx) = y x gesetzt wird: 

yxVx+i^c*- 
Wir setzen ferner y x = cu x und erhalteu: 

^^+1 = 1; 

durch Logarithmieren ergibt sich: 

lnu x + lnu x+l = 0, 
also ; wenn man In u x *== v x setzt: 

^ 3 + t\. = 0. 

Eine reelle Partikularlosung dieser Differenzengleichung erster Ord- 
nnng ist: 

** = cos xx 



also die allgemeine Losung: 

c x == co x eos itx, 

worin co x eine willkiirliche periodische Funktion von der Periode 1 ist. 
Daher lautet die Gleichung der gesuchten Kurven; 



worin Q eine beliebige reelle Funktion von g? mit der Periode TC be- 
dentet; in der Tat ist: 

Z. B. ist fur 9 = tg 9 : 

rssace . 

fSx 9^ = wird r = c, d. i. die Polargleichung des Kreises, bezogen 
auf den Mittelpunkt. Auf einen Punkt mit dem Abstande & vom 
Mittelpunkte bezogen ? lautet die Polargleichung des Kreises mit dem 
Radius a: _ 

r * 1/0* fo 2 sin 2 9 + 6 cos 99, 

1) 
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oder, wenn a > I 1st und a 2 & 2 = 2 gesetzt wird: 

r c cos 9 + ]/l + -^ cos 2 9) 7 



oder endlich: 

(b -\f~& \ 

In { cos (p + Y 1-f- cos- <p I 

r = ce v c 7 ; 

Her ist also: 

(- 



cos 9 



und dies ist in der Tat eine periodisclie Funktion von 9 rait der 
Periods x. 

Weitere AnwenduBgen auf die Geometrie finden sich bei 
E. Combescure (1.). 



Actites Eapitel. 

Differenzengleiclmngen nit llnearen Koeffiaenten, 
Integration dersellben dnrcli bestimmte Integrate. 

Den linearen Differenzengleieliungeii mit konstanten Koeffizienten 
stehen am nachsten diejenigen, deren Koeffizienten linear e Funktionen 
der unabMngigen Veranderliclien sind. 

I. Homogene G-leicliungen. 1 ) 

Die sogenannte Laplace&che Differenzengleichung lautet: 

(1) (a ^&^ + ( % + &^ ( + <>); 

setzt man 



so kann dieselbe mit Bemitzung des Operationssymbols D (s. 1. Kap. ; I) 
kurz in der symboliscben Form 



gescbrieben werden. Urn diese Gleicliung zu losen ? setzen wir mit 
Laplace: 

(2) y^ 

worin die Funktion f(f) und die Grenzen ^ und f 2 passend zu be- 
stimmen sind; dann wird Gleicbung (1): 



1) Laplace, 1.; Pincherle, l a .; Heymann, 1.; Brajtsew, !; TPe&&, 1.; TT. 

2) Diese sogenannte ,,Laj}Zacesche Transformation" ist for die linearen 
Differenzengleiclmngen von anBerordentliclier Wicntigkeit, veil durch dieselbe 
das Problem ikrer Losung anf die Integration einer linearen Differentialgleicnnng 
znrackgefuhrt wird (und nmgekelirt); vgl. 10. Kap., IE. 
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Nun erlialt man durcli partielle Integration: 



also ergibt sick: 



Die G-leichung (1) wircl durcli den Ausdruck (2) befriedigt werclen, 
wenn jeder dieser beiden Teile fur sich verschwindet; aus 



folgt: 

f'(t) v 
f(t} 

also mit Unterdriickung einer multiplikativen Konstanten 1 ): 



Es sei nun ip(f) = a rt (t a.^)(t 3 ).. (t cc n ) und ; in Partial- 
briiclie zerlegt ; 



und wir wollen zunaclist annelimen, da6 alle cc k von einander ver- 
schieden sind; dann ist, abgesehen von einem konstanten Faktor: 



Die Grenzen ^ und if 2 sind nun so zu wahlen, da6 

(4) [?+*(< -i) ?1 ---(->f-0 

'i 

wird; unter der Voraussetzung, da6 die reellen Teile von x + /3 0? 
A? - '9 ft n P 0fi itiv sind, erreicht man dies, indem man ^ = ; ^ 2 = % 
(ft== 1, 2 ; ... ; w) setzt. Man erhalt so n Partikularlosungen von (1): 



1st a w = 2 ), also t^(f) etwa vom Grade w r in t, so tritt in der 
Partialbruchzerlegung (3) eine ganze Funktion (r l) ten Grades von ^ 

3) Biese Konstante ist zwar von t unabhangig, kann aber eine periodische 
Funktion von x mit der Periode 1 sein. 

2) Dann mufi b n =^ sein, da sick sonst die Ordnung der Gleichung (1) 
erniedrigt. 
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also unter dem Integral (5) e$ auf ; worin $() eine ganze Funktion 
r ten Grades bedeutet; 1st ferner cc s eine ^-fache Wurzel von ^(1 = 0, 
so enthalt der Integrand von (5) einen Faktor von der Form: 






Auch in diesen Fallen sowie in den Fallen, wo die reellen Teile von 
PQ + M, fa, . . ., P n negativ (bez. Null) sind, kann durch geeignete 
(komplexe) Integrationswege (sogenannte Doppelschleifen) der Aus- 
druck (4) zum Versckwinden gebraent werden; ausftUirliche Bar- 
legungen iiber diese Integrationswege findet man in ScJdesinger& 
^Handbueh der Theorie der linearen Differ entialgleicnungen^ Bd. I, 
S. 409 ff. Als Beispiel kann die im 1. Kap. ; II, C behandelte Diffe- 
renzengleichung der Gammafunktion dienen. 



II. TollstaBdlge 
A. Die reclite Seite 1st eine ganze rationale IPunktion von x. 

Es moge zunachst eine allgemeine Bemerkung gemacht werden: 
Wenn eine lineare Differenzengleichung in der Form 

(6) <> A"y x + -* A"' 1 ,, + - - + <> Ay. + qv. = Z x 

vorliegt ; worin die Koeffizienten q (^ = 7 1, ...,ri) ganze Funktionen 
von x sind, deren Grad den Index nickt ubersteigt, wanrend q x eine 
ganze Funktion vom beliebigen Grade m ist ; so geniigt inr als Par- 
tikularlosung im allgemeinen eine gauge Funktion m ten Grades, die man 

zweckm'aBig nach Binoraialkoeffizienten (*} forts ckreiten laBt. 2 ) Denn 

, , \ ' J 

setzt man 



in (6) ein ? so wird die linke Seite im allgemeinen eine ganze Funk- 
tion m^ n Grades, deren Koeffizienten die y t linear enthalten; durct 
Vergleicnung gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 
Gleichung (6) erhalt man also m + 1 lineare Gleichungen fur die 
m + 1 Grofien ^ 0; y 1? . . v <y m , aus denen sich. diese im allgemeinen 
bestimmen lassen. 

Ubersteigt dagegen der Grad der q aucn nur an einer einzigen 

1) Heymann, 1., S. 309 ff.; W. 

2) Newtons Interpolationsformel; vgl. z. B. Seliwcmoff, 2. y S. 6. 
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Steile den Index, so ist der Vorgang nicht so einfacli. Wir wollen 
fur diesen Fall die Gleichung (6) wieder in der Gestalt 

(7) P(yJ=p?y. + .+py. + ,_ l + -+P?y. +l + Pv m -p. 

schreiben und annehmen, dafi 4 u (^w) den hoclasten Grad der Koeffi- 
zienten p (i = ? I,... ? n) bezeiclmet, w'ahrend p x vom Grade m ist. 

Wir machen nun in (7) die Substitution 



dadureh geht die Gleichung (7) liber in 

f(x) + P(s x ) = P>, 

worin f (V) eine ganze rationale Funktion m ten Grades bedeutet, deren 
Koeffizienten die y % linear enthalten. Mittels dieser m ^ + 1 un- 
bestimmten y z konnen wir es im allgemeinen erreiclien, daB auf beiden 
Seiten dieser Gleiclmng die Potenzen x m bis x> u gleiche Koeffizienten 
erhalten und sick aufkeben, sodaB die fur z x zuriickbleibende Difi^e- 
renzengleickung 

PW-Pr-/'W 

als zweiten Teil eine ganze Funktion von x besitzt ; deren Grad auf 
den ^ l ten herabgedruckt ist. 

Wir betracliten nun eine vollstandige Laplacesohe Differenzen- 
gleichung 

(8) 

worin g(x) eine ganze rationale Funktion von x ist: hier iibersteigt 
nur der Grad des Koeffizienten von y x den Index urn 1; daher laBt 
sich nach. unseren obigen Auseinandersetzungen der Grad von g(x) ini 
allgemeinen auf den O ten herabdriicken ? d. h. g(x) kann im allgejneinen 
als Konstante % vorausgesetzt werden. Unsere Gleichung lautet dann 

(9) 

sie kann durch dasselbe Integral (5) wie die homogene Gleichung 
integriert werden ? wenn man statt der Grenze eine andere ; z. B. 1 
nimmt, fiir welche der Ausdruck in (4) nicht verscKwindet. Setzen 
wir in der Tat in (9): 






1) Es geniigt, das eine Partikularintegral mit den Grenzen und 1 zu 
nehmen, da man nach I die Losungen der reduzierten Gleichung kennt. 
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so tritt an Stelle der Gleichung (4) die Gleichung 



aus welcher, falls a tt +0 und SR(/J Jl ) 1 )>0 ist ; 

'(10) I = %(1 ~ ^ p^i ... (1 - a/ )-V : a a 

folgt. 

Fur a /z = 0, ^(ft) < und fiir mehrfaclie Wurzeln ^ yon 

^ () = treten die unter I angegebeBen Modifikationen eln. Ferner 
versagt die Bestimmung von 1 aus Gleichung (10) ; wenn eine der 

?i 

Wurzeln a. gleich 1 ist. In diesem Falle ist abei ^a L = ; sodaB 

1 = 

die Grleictrang (8), i\ r enn man darin die Differenzen A 7 "^ einfuhrt, 
zum Typus (6) gehort und daher als Partikularlosung im allgemeinen 
eine ganze* rationale Funktion von x besitzt ; deren Grad gleick dein 
von g(x) ist. 
Beispiel: 

y^+n^y^^ y * (Heymann). 

Durch die Substitution %~n0, y tiy === u s geht die vorgelegte 
Gleichung iiber in 



daher lauten die Paftikularlosungen der reduzierten Gleichung: 



Ferner ist in unsereni Falle cp(f) = t n , ip(f) = 1 5 daner lautet eine 
Partikularlosung der gegebenen Gleictung: 



1 

die Eonstante I bestimmt sich aus der Gleichung 

r- i i 

Me n F \ = K, d. k l = xe n . 

i 

Diese Losung gilt fur jeden Wert von %] fiir n == 1, % == a"" 1 ergibt 
sich die Funktion $(V). 2 ) 

Wir haben im vorhergehenden mehrfach den Ausdruck w im 
allgemeinen^ gebraucht ; um anzudeuten ? daB Ansnahmefdlle eintreten 
konnen, in denen sick die Koeffizienten der angesetzten ganzen ratio- 



1) 9fi(|3) bedeutet: }J reeller Teil von fi". 

2) Ygl. 1. Kap., H, 0. 

g: Lineare DiffereEzengleichnngeiL. 
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nalen Fnnktion yon x aus dem linearen Gleichungssystem mckt be- 
stimmen lassen. Wir wollen nun an einem vollst'andig durchgefuhrten 
Beispiel, welches alle auftretenden Moglichkeiten klar erkennen laBt, 
die Natur dieser AusnahmefaLLe erlautern, die eine iiberrascliend 
groBe Mannigfaltigkeit darbieten: Es sei gegeben die Differenzen- 
gleichung 1 ) 

(11) P(yJ==(a 2 a?*+& 3 o?+e 2 )^^ 



worin a 4= vorausgesetzt werden kann, da sich sonst P(y x ) durcli 
die Substitution &y x = u x auf einen Differenzenausdruck erster Ord- 
nung in u x reduziert. Wir setzen an: 



und ertalten durcli Vergleictung der Koeffizienten yon # 2 ? %\ x in 
(11) die drei Grleichungen: 



A 

(12) 



aus denen sich /? 2; (t 1} ft Q im allgemeinen bestimmen lassen. 

Ausnahmefalle: 



In diesena Falle besitzt die reduzierte Gleichung P(yJ = als 
Partikularlosung eine ganze Funktion zweiten Grades; denn setzt man 
in den Gleichungen (12) # 2 = a l = a = , so ist die erste yon selbst 
erfullt fur ein beliebiges @ 2 , und aus der zweiten und dritten kann 
man sukzessiye ]9 1 und /J durcli /3 2 ausdriicken ; sodaB eine Losung 
yon der Form 



(13) F* = 

resultiert. 2 ) Setzt man in diesem Falle 

& = &+&* 
worin /J und ^ durch die Gleichungen 



1) W. 

2) Ist allgemein m die Jclemste ZaKL, fur welche a + m^-f- m(m I)a 2 = 
ist, so besitzt die reduzierte Gleichung P(y x ) = als Partikularlosung eine ganze 
Funktion m ten Grades. 
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(OQ + O& = i / a /? + Mi = % 
bestimmt werden, so ergibt sich fur z x die Differenzengleickung 



dieselbe kann durch Variation der ^Konstanten" 1 ) gelost werden unter 
Berucksichtigung des erleichternden Umstandes, daB die reduzierte 
Gleickung P(^) = ^ie Losung (13) besitzt 

Es 1st aber anch m6glicli ; daB eine gauze Fiinktion liolieren als 
zweiten Grades der Gleichung (11) geniigt; setzen wir z. B. an: 



y, =& + &* + ft 

so erbalten wir zur Bestimmung der GroBen f$ k die Gleidmngen: 



(f + a, + a 2 )/3 2 + (A + &3 _ .^^ _ ^^ 

(f - A) A = 



Zunacnst muB 

6 



^ + ^ + * = o 



sein ; was zusammen mit 

^ + % + a 2 = 
2 i 



mufi 

T + ^-f=H 

sein 2 ); alsdann lassen sich sukzessiye @ 2? fa, fi Q ans den obigen 
Gleichnngen bestimmen ; waurend /? 2 willkiirlicli bleibt und gleich. 
Null gesetzt werden kann ; da ja noch die Losung (13) der reduzierten 
Gleichung hinzutritt. f 

2. 3 + ai+ a + o, ao+%^0,. 

Hier 1st eine Bestimmung der f$ k aus dem System (12) noch moglicli ; 
wenn 



1) 3. Kap., V. 

2) 1st -i -j_ & 2 ^o == o , so genfigt der reduzierten Gleichung P(y x ) = 

2 2 

auBer einer ganzen Tunktion zweiten Grades auch eine Funktion dritten Grades, 
sodafi ihre cdlgemeine Losung bekannt ist. 

13* 
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ci a 

d. L 

V / _ -^ IT" 2~Z? ~~^"-~a~ 

ist (es kann auch cc t = 21) 1 + 26 2 d = sein); /3 t bleibt dabei will- 
kiirlich und kann gleich Null gesetzt werden, da in diesem Falle die 
reduzierte Gleicbnng als Partikulaiiosung die ganze Funktion ersten 
Grades 



besitzt, die zur Losung der vollstandigen Gleichnng liinzngefiigt werden 
kann; alsdann folgt 



Besteht dagegen die Beziebung (14) niclit, so setze man 



worm 

A> = - 9 A) = ~^ 

ist; dann geniigt js x der G-leichung 



3. ^ + ^+^-0, a + ai = 0. 

Dann muB % =(= sein ; da sonst % = a = ware; daher kann durch 
die Substitntion x = | + ^? 2/+ a =S3W ; worin a eine Wnrzel der 
Gleichung a 2 a 2 + 6 2 o; + c 2 = ist, die Gleicknng (11) in eine der- 
selben Art transformiert werden ; in welcher c 2 == ist; wir konnen 
also e = voraussetzen. 



Die reduzierte Gleichnng P(^) besitzt wie vorher die Partiknlar- 
16 sung 
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Setzt man 



worm 

2 f , ? Po 






ist, so geniigt ^ der DifferenzenglelcJbung 



Die reduzierte Grleichung P(y x ] = besitzt die beiden Partikular- 
losungen 



sodaB ilire allgemeine Losung eine gauze rationale Funktion von x 
ist. Hier kann nur durcn die Substitution 



das Grlied a der rechten Seite von (11) znm Terscliwinden gebractt 
werden; aber dafiir gestaltet sich die Losung der Gleienung (11) 
mittels Variation der ?; Konstanten" durch die Kenntnis zweier LosnBgen 
der reduzierteu G-leichung besonders einfach. Da Her a x == a 0; 

a 2 = -, &J -f- & 2 = ~ und nacli den angegebenen Transformationen 
c% = 0, CC Q = ist, so lautet die transform! erte Gleichung (11), wenn 
man nocb durch a 2 dividiert und -^ = &, = JL 13 =^ ^ setzt: 



(11*) ( 

Zwei Partikularlosungen der reduzierten Gleichung sind 

(1) X(X 1] (2) .5 1 

% = ^> , -* + -g--; 
dater lautet die allgemeine Losung von (II*) 1 ;: 



darin ist 



1) 3 Zap., V. 
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WO 

l>.-^-!^--T*(* + ^ 

also: 

(1) _ %X +J>J = _1 (3) __ 0--J. 

* 



Der Ansdruck unter der ersten Summe H in (15) lautet, in Partial- 
bra clie zerlegt, 



_ __ __ 
i + 1 ~r (x + b) (x + b + 1) ' 

die allgemeine Losnng der Gleiclmng (11*) hat daher die Form 



darin sind CO^L nnd G3 2 willkiirliche 7; Konstaiiten" ? JR(a;) erne rationale 
Fnnktion, G- t (x) nnd 6r 2 (#) gauze rationale Fnnktionen yon a? nnd 

Y(^) = ^i^M. 1 ) Insbesondere ergibt sich fur b =* 1, A, = J, = 1 
als allgemeine Losung der Differ enzengleichnng 

2 = a? + ^ 2 



die Funktion 

y a - 2 - (x - I) 2 + x(x 



r- 

B. Die reclite Seite 1st von der Form J t x ~ l F(t)clt. 2 ) 

*i 

Wir wollen auch Her, "wie bei den Differenzengleichnngen mit 
konstanten Koeffizienten, den Fall betracliten, daB die rechte Seite 

r 

yon der Form / t x ~ 1 F(f)dt ist, die Yorgelegte Gleiclmng also lautet 

#1 
(in der symboliselien Schreibweise) : 



Wir setzen wie der 



1) Ygl. 1 Kap., II, C MarJcoff, 1., S. 106; Nielsen, 1., S. 261; log bedeutet 
immer den naturliehen Logarithmus. 

2) Heymann, 1., 1. c.; W. 
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in die gegebene Grleicknng ein nnd erkalten aknlick wie fruiter 
unter a): 

/** 
?-l d t[t d -^lf - y(t) Y(t)] - ff>-iF(f) dt. 



* 

Wir bestimmen nun V(f) durck die lineare Differentialgleiekimg erster 
Ordnung 



_- 



aus welcher sick mit Benutzung der fruheren Bezeicanungen als 

Partikularintegral 

f 

v (t) = I ( f)f& CO F(f) dt (t beliebige Konstante) 

t 

ergibt, worin 



ist. Die Grenzen t und t^ mussen nun so bestimmt werden ; daB 

,fo 'a 

[^^(i^yi. . . (t-aJP*J'&(f)F(f)dt] - 

* ' 4 

wird; dann stellt 



eine Losung der vorgelegten Gleichnng dar 7 falls das Integral iiber- 
haupt einen Sinn tat. 

Ist das zweite Grlied der voEstandigen Laplace scnen Grleickung 
eine fteliebige Fnnktion f(of) 9 so ertebt sict die Frage ? ob man eine 
Funktion F(f) durct die Funktionalgleichung 



bestimmen kann; ahnliche Funktionalgleicnungen sind dnrck die Unter- 
suchtingen yon Volt&rra, Le Eoux y Pincherle, Mellin, besonders aber 
von Fredholm, -HUbert, Erli. Schmidt u. a. (die sogenannten ?? Integral- 
gleictungen") uenerdings in den Vordergrnnd des Interesses getreten; 
doct wtirde es den Rahmen dieses Buckes tibersckreiten, naker aiif 
dieselben einzugeken. 

Beispiel: 1 ) Die DijBferenzengleickung 

(a + x)(p + x)y x ^ +(a + lx)y x ^ + cy x - f(x) 



1) Heymann, 1., S. 315. 
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wird zun'acbst dnrclb die Substitution 



in die vollstandige Laplace sclie Gleichung 

(ft + a?>a+a + (a + bx)u x+1 + c(a + x l}u x = f(x) l~(a + a?) 

transformiert; die Losung derselben hangt also von der Funktional- 

gleiclituig 

tn 

ff* ~ 1 F(f) At = f(x) r(a + x) 

*! 

ab. 1st insbesondere f(x) eine ganze rationale Funktion Ton x, welche 
nach den vornergehenden Anseinandersetzungen im aHgemeinen auf 
eine lineare Funktion % + %i% reduziert werden kann, so zerfallt diese 
Funktionalgleichung mit Eticksicht auf die Identitat 

(K Q + K X) r(a -j- x) = % r(a + #) + ^i r( + ^ 
in zwei ganz gleicliartige ; deren erste 

i- 

ft x ~ 1 F(t) dt = x T(a + x} 

\ 
dnrch 

F(f) = xt n er*; ^ = 0, t 2 = oo 

befriedigt wird. 



Neuntes Kapitel. 

Vertaltea der Losnngei homogener linearer Differenzen.- 
gleichungeiL im Unendliclien. 

I* Der Satz yon Poineare. 1 ) 

Dm den Sinn des Poincareschen Satzes zu yerstehen, iniissen wir 
einige Bemerkungen voransschicken 2 ): Es sei gegeben eine lioniogene 
lineare Differenzengleicbung mit konstanten Koeffizienten 



die Wurzeln a 1? a%, . . ., a n der charakteristischen Gleicliung 

o+o 1 a n - 1 + + <&-() 
seien aJle von einander Yerschieden nnd zwar 

.ll > \ a *\> ^3 > > a n - 3 ) 

Dann lautet die allgemeine Losung nnserer Difierenzengleichiing 4 ): 



worin die QJ willkiirliche ;? Konstanten a (d. h. periodische Funktionen 
mit der Periode 1) sind* wir wollen aber Her der EinfacUieit wegen 
nur solche Losungen betrach.ten ? in denen die m L wirkliche Konstanten 
sind, die wir demgemaB mit c k bezeickneB. Es ist daher 



Gett nun x auf der positiven reellen Achse ins Unendlich.e ; so wird 
im allgemeinen 

v 2/af + l 

lim = CL . 



1) Poincare, 1.; TT. 2) Vgl. Pm-ow, 2., 1. 

3) !a| bedeutet den absoluten Wert YOU or. 4) 7. Kap., I. 
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Nur ausndhmsweise ? wenn namlich c 1 = ist, also fur etwas 
weniger allgemeine Losungen wird lim -^^ = cc 2 ; fur noch weniger 

allgemeine Losungen, in denen auch 2 = ist, wird lhn~^ : i- = ^ 3 usf.^ 

i/ *u 

ftir die einzige Losung y x c^a^ 1 -) ist lim -^ cc n . Der Quotient x+ - 

streU also, ivenn x ins UnendlicJie wachst, im allgemeinen der groflten 
Wiir&el der charakteristischen GleicJiung m. 

Dies gilt auch noch, wenn einige Wurzeln einander gleich sind: 

es sei z. B. n 5, a t = cu 2 , a% = cc = a 5f \cc 1 \ > | 3 ; dann ist 2 ) 

X I X I SO I 2J I n2 3' 

also 

8 



und daher wegen <1 ? falls nicht gleichzeitig q = und c 2 = ist., 

1 
i/ / 11 

lim -?ii- == a (wenn c< = <? 9 == 0, so ist lim ~^"- 1 - = 

n, I 1 \ 1 J 7 ,,, 

a; = cx3 yx \ rp = oo i/a; 

Wenn zwei Ton einander Terscliiedene Wurzeln gleichen absoluten 
Betrag haben ? so gibt es Losungen, ftir die der Quotient ~^ti ffj r 

i'a; 

lim ^ = 00 tiberhaupt keinem Grenzwert zustrebt; denn ist etwa 

a il = !%L so ^ Vx^ ^1%^+ <%&%* ^ Q solche Losung, fur die der 

Grenzwert lim ~^~^~ nicht existiert; aber aucli in diesem Falle gilt 

iB=oo y% 

no en der obige Satz, wenn die Wurzeln , welche gleichen absoluten 
Betrag besitzen, nicht diejenigen vom groBten absoluten Betrage 
sind. Nach diesen Vorbemerkungen konamen wir zu dem Satze 
von Poincare'. 

A. Alle Wurzeln der ,,cliarakteristisc}ien Grleiclmng* 6 haben 
verscMedene absolute Betrage. 

Lehrsatz: Wenn in einer Jiomogenen linear en Differensengleicliung 

(A) p(y x ^y x + n + p (^y x ^ + ...+ p ( yx = Q 

die Koeffizienten pf\ p^ l \ . . ., p^"^ endliclien Werten a 0; a 19 . . ., a n _ l 



1) LSsungen^ die sicli nur durcli eine multiplikative Konstante untersclieideii, 
werden nicht als verschieden angesehen 

2) 7. Kap., I. 
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, sobald die VeranderlicJie x auf der positives reellen Acfise ins 
UnendlicJie gelit 1 }, und u-enn die Wuredn cc 1} c^ y . . ., A der cJiamlie- 
ristisclien Gleichung" 



dem absoluten Werte nacli von einander verscldeden sind, und zwar 

KI>|* 3 I >> a n ], 

so ist im allgemeinen 

lim ^ - r, 

*=co y* l 

Beiveis: Wir ftiliren den Bewels fiir n 3; dann lantet die vor- 
gelegte Differenzengleichung 



(1) , +8 + P ,+ j + P , + i + pf } * - , 

worin limp^ == a^ (ft = ; 1 ? 2) ist. Die Wurzeln a, (5, y der Gleicknng 

aj = oo 

(2) ^+a 2 ^+a^ + a = 

seien von einander verscMeden nnd zwar ' a [ > j8 ] > J 7 ) . 

Wir setzen nun: 

(3) u x =X x +Y x +Z x , 

(4) , +1 

(5) x+2 



1) Das ist z B. der Fall, -wenn die Differenzengleichung die Form liat 

v = o , 

' 



worin die P Polynome gleichen Grades in x sind. Ist allgemeiner P^~^ 
(k = 0, 1, . . ., w) ein Polynom vom Grade l k = Z + ^" ? % so kann ma:a dnrch eine 
Substitution von der Form 



erreicken, dafi alle Koeffizienten denselben Grad l -{-nr = l n besitzen; wahlt 
man die 5 2 als "Wurzeln von P,J. 0) = 0, so hebt sich der Faktor (re &j, )...(# 5 r ) 
lierans, und alle Koeffizienten haben den Grad l -\-(nl)r>=1 n r. 1st 
7 A =Z A*r (Z ^wr), so erreicht man durch die Substitution 



worin nun die Z\ Wurzeln der Gleicbung P^ n) = sind, dafi samtlicne Koeffi- 
zienten den Grad 1 Q r besitzen (W.) 
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also : 

(6) , + i 

(?) .+ 

1,8) % +8 

Aus (4) und (6) haw. (5) und (7) folgt: 



daner ist, wenn K einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 

/QN -rr -y- , // 



Femer ergibt sicli aus (1), (3), (4) ; (5), (8), (9), wenn noch 



gesetzt wird: 



Setzt man diesen Wert fiir K in (9) ein und zur Abkiirzung P(a) = A, 
P(|8) = JB ; P(y) = Cy so ergeben sicn die Gleicnungen: 



(10) 

(11) 

(12) 



Fiir geniigend groBe x werden die GroBen A 9 B, C beliebig klein; 
wir konnen dalaer eine positive Zahl so wahlen, daB ; wenn gleichzeitig 





X 


7 


r 


> 


X 


7 


r 


2 )> ist, 


3^ + 1 




J: 


< 1 wird; 


Y 


X 


z 


^ 


^ +1 


wenn 


f 


, 


~x 


, 


X 

-y 


7 


-T 


> s ist, 


fc; 


: 


S 


< 1 wird; 


wenn 


i 


' 


z 

T 


7 


i 


7 


Z 


> f ist, 


-::- 


: 


?; 


< 1 wird. 



1) In der Arbeit von Poincare, I., sind diese Gleichungen unrichtig an- 
gegeben. 

2) Der Index x ist der Einfachheit wegen fortgelassen worden. 
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205 



Es existiert namlich erne von x abhangige positive GroBe 6 derart, da8 



z. B. die mit 

A 



bzw. ;- 



7 v-rr r < multiplizierten GroBen. 

(a |2)(/3 7) j * 

B\, \C\ far genilgend groBe a? samtlieh Heiner als S werden 



und km S = 1st; daher wird nacli den obigen Voraussetzunffen der 

# = oo 

Quotient 



(aus (10) und (11)). 





derart, da8 < <f < 1 ist, 



Wahlt man nnn eine positive GroBe 
und bestimmt s durch die Gleicnung 



so wird anch lim s = 7 nnd es 1st 



A.naloges gilt fur die beiden anderen Quotienten. 

Wir neinnen nun x so grofi an ; daB die positive Zanl s Heiner 

I "y i \ y l 

als 1 wird. Wenn dann H die grofiere der beiden GrroBen i -~ ! und -^ J 
bedeutet, so ist jff eine Funktion von x, welcne in dem Interval! 
zwiscten s und stets abnimmt. 2 ) In der Tat konnen mit Riicksiclit 

auf die Ungleictungen <H< und ^ s < 1 zwei Falle ein- 
treten: 



dann ist 
X 

|T 
also nacli Obigem: 



_F i 
T 



JL 

X 



>!>*, 



j -XT ! 1 

d. h. ^- und daner J3" nimmt zwisclien s und stets ab. 



X. 

3. Fall: 



JF 
:X| 5 



1) Vgl. JSTorn, 1. 

2) "Wenn x in ganzzahligen Intervallen wachst. 
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dann ist 



(-i)>- 



X 



also 



d.k 



und daher H nimmt zwischen a und stets ab. 
Daraus folgt, da lim e = ; daB H mit unbegrenzt wachsendem x 

iC = 00 

gegen Null konvergiert 1 ), es sei denn, daB H von einem gewissen x 
an stets groBer als bleibt, in welchem Ausnahmefalle H mit x ins 



Unendliche wachst. In diesem Falle nimmt 



in dem Interval! zwi- 



1 
schen s und stets ab 5 denn es ist mit Eticksicht auf die Ungleichung 

2 \ ^ 1* X 3 

<^ entweder: 



oder: 



2. H- 



Y 

X 


>*> 


r 


>, 


r 
# 


I Z 


z 




r ^ 


X 




Y 


-x s i ^ *-, 


z 


1 


z 




"V" 


T 


> y > ; 


Y 


> 6 ; 


~~~ 


Y 




Y 




z 




X 




Z 




x 


> 1 > $ ; 



also in beiden Fallen nach Obigem 



z* 

Y a 

d. h. ~Y nimmt zwischen und stets ab; daher konvergiert 

mit unbegrenzt wachsendem x im allgemeinen gegen Null und nur aus- 
nahmsweise, wenn es nainlich von einem gewissen x an stets groBer 

als bleibt, gegen oo . 

Es sind also drei Falle moglich: 
1. Allgemeiner Fall: 



lim 



Z 



= lim 



^t* = a (aus (3) und (4)). 



1) Zunachst gilt dies nur^wenn x in ganzzahligenlntervallen ic+^f^^ 1 ? 2, 3, . . .) 
waclast; da diese Abnahme von H aber fur jedes x (von einer gewissen Stelle an) 
statt 3aat, so kommt in der Tat H far gentigend groBe x der Null beliebig nahe. 
Bleibt bestandig H <[ s , so konvergiert wegen lim s = ebenfalls H mit un- 
begrenzt wachsendem x gegen Nnll. x - 

2) lim === lim . 
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2. AusnaJimefall: 

i .X i ] Z u 

lim H = oo ; lim \ \= lim ; -^ = 0; lim -~^ 1 - = . 



3. JVbc^ gr offerer Ausnahmefdll: 

oo ? lim - I = lim ' -^ : == 0; lim -^ 1 = y 

\ Z j , Z i t^ 7 

Q. e. d. 



lim H= lim -~ 



Dieselbe SckluBweise lafit sick anck auf Differenzengleiekungen 
kokerer als dritter Ordnung anwenden, dock ist dann naturgemaB die 
Zahl der zu iiDtersclieideiiden Falle eine viel groBere. Perron 1 ) tat 
fur ganzzahlige a? ^ dea Beweis des Poincaresc&en Satzes durck 
Metlioden ? die der Theorie der rekurrenten Reihen adaquat slnd ? fiir 
die n iQ Ordnung wirklick dureligefiihrt, wobei allerdings fraglich bleibt, 

welcher Wurzel der ?5 cliarakteristisc]ien Grleickung" der Quotient ^^ 

Wfl? 
im allgemeinen zustrebt; in derselben Arbeit gibt er jedoch durch. 

vollstandige Induktion nock einen zweiten Beweis ; der zwar viel kom- 
plizierter ist, dafur aber auck mekr leistet, indem er den Poincareschen 
Satz folgendermafien prazisiert: Die Differen^engleichung (A) besitzi 
water der Voraussetsung jp + (fur x = 0, 1 ; 2 ; . . .) n Fundamental- 
losungen y, yf\ . . , ; y^ wn der Art, 



ist. Daraus folgt, da fiir i < h nack Voraussetzung ! cc f > % ist, 
lim 



also: 

und daker: 

lim * ir . ' y+iy ^"+ 1 i) ! . ! ^^nr = ^ (^=i,2 ? ...^). 



1) Perron, 1. 

2) Bel der Besckr'ankung auf ganzzahlige # sind die willkiirlicken GroBen c k 
wirMiche Konstanten. 
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Insbesondere folgt fur v = n, daB fur eine (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) einwge Partikularlosung y die Beziehung 

lim ~^~r = # U 

gilt, worm a n die Meinste Wurzel der ,,charakteristischen Gleichung u 
ist, entsprechend unserer Bemerkung iiber die Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. Diesen Satz hat (fiir den Fall, daB die 
Koeffizienten p rationale Funktionen von x sind) bereits Pincherle 1 *) 
gefunden; er nennt die zur kleinsten Wurzel der Gleichurig (B) ge- 
horige Partikularlosung die ?) ausge#eichnete L'osung". 

B. Die cliarakteristisclie Gleidning besitzt "Wurzeln von gleiclieni 

absoluten Betrage. 

Aus dem Beweisgange des PoincaresdiQn Satzes geht hervor, daB 
derselbe auch noch gilt ; "wenn einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen ? vorausgesetzt, daB dies nieht 
Wurzeln vom groftten absoluten Betrage sind ; also in unserem Falle, 
wenn |jS|=*|y|,|aJ>|/3 ist; auch hier ist im aligemeinen (d. h. wenn 

nicht bestandig jff> bleibt) lim - 1 -*- == a. 

X 00 X 

1st nicht nur j3] = y , sondern auch /3 == y ? so setze man: 



woraus 



l -f 
folgt. Setzt naan ferner: 



C , 



1) Pinclierte, 3. 
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so ergibt sicli 



>r r +.zr, 



worm J/, B', 0' lineare Funktionen Ton -A ? J3, C sind, deren Koeffi- 
zienten von X 2 , Y x und Z abkangen. Die GroBen A, B, C konver- 
gieren gegen Null, wenn x ins Unendliehe wachst, und, wie die 
vorigen Betrachtungen zeigen ; im allgemeinen aucli A', J5' ? C': clalier 
1st im allgemeiiien : 



Dagegen gilt diese Schlufiweise niclit melir, wenn eimge TVurzela 
groBten absoluten Betrage einander (absolut genommen) gleicli 
sind ? wenn also \cc ==/3;> y ' ist ( dahin geliort auch der Fall cc == /3) - 1 ). 
In der Tat existiert in diesein Falle ; ~wie Perron^) an geeigneten. Bei- 
spielen zeigt ; fur die allgemeine Losung iiberhaupt kein derartiger 
Grenzwert ; und wenn alle Wurzeln gleicben absoluten Betrag haben 
(bzw. einander gleich sind) 7 so kann es vorkommen, daB fur "kelne 
einzige Losung ein solcner Grenzwert existiert (im Gegensatze zu den 
DiflFerenzengleichungen niit Jconsfanten Koeffizienten). 

Aber selbst in diesen Fallen gilt nock der folgende allgemeine 
Safe 3 ): Ist a erne Zahl, die dem absoluten Werte nacJi grbfier ist als 

alle Wurzeln der ^cJiaralteristiscJien" Gleicltung von (Aj, so ist lim % = 0. 

.T = 00 ^ 

Beweis 4 ): Man kann zwei ZaMen 6 und c derart angeben 7 da6 
i c \ < & < a und c groBer als der absolute Betrag samtliclier 
Wurzeln der Gleichung (B) ist. Alsdann betrachten wir diejenige 
Differenzengleichung (n + l) ter Ordnung 



(A*) C(0 

welcbe anfier den samtlichen Losungen der Gleichung (A) noch die 
Losung & besitzt^ sodaB ihr aJlgemeines Integral lautet: 

u^&e+y^ 
worin co eine willkurliche ?? Konstante ftf und y x das allgemeine Integral 



1) Die entsprechenclen Ectwickelungea von Poincare (1. c.j sind daher un- 
richtig. 

2) Perron, 2., 2, und eine briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

3) Poincare, 1. c. 

4) W. (vgl. den entsprechenden Bevveis von Poincare (1. c ) fur Differential- 
gleichungen). 

Wallenberg. Liaeare Differenzengleicliiingen. *"* 
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YOU ('A) 1st 1 ), Die zu. (A*) gehorige ; ,charakteristische" Gleichung 

laiitet 

I B*) (*-c) O w + a n _^ n - l +"- + a^ + a ) = 

und besitzt auBer den Wurzeln der Gleichung (B) noch die Wurzel c, 
die dem absolnten Betrage nach groBer ist als alle anderen-, folglich 
gilt naeh dem Hauptsatze fur das allgemeine Integral u x von (A*) 

die Beziehung lim ~^- + - 1 = c. Fur einige Partikularlosungen von (A*) 

X - 00 U X 

kann allerdings eine Ausnahme von dieser Regel eintreten ; insbeson- 
dere fur die Losungen der Gleichung (A) selber. 

Von einem gewissen Werte X Q der Veranderlieben x an ist nun 



und daher fiir x = x + v (y positive ganze Zahl): 

,' <**-*, 

also 



5 ! 
folglich ist, da j j < 1, 



liin W 2 == 0, 



a' 



wenn x in ganzzahligen Intervallen wachst. 2 ) 

Diese Beziehung gilt auch ftir die oben erwahnten Ausnahme- 
losungen, da eine solche Losung stets als Differenz zweier nicht ex- 
zeptioneller Losungen von (A*) dargestellt werden kann; sie gilt also 
insbesondere auch fiir alle Losungen der Gleichung (A), d. h. es ist 

lim ; - 0. Q. e. d. 

a: = oo a 

Fiir den Fall, daB alle oder einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, haben Ford 8 *) und Perron 4 } nach 
verschiedenen Eichtungen tiefgehende Untersuchungen angestellt; die- 
selben in extenso wiederzugeben^ wiirde den Rahmen dieses Buches 



1) Ygl. 2 Kap., 71; es ergibt sich 



k-Q 



2) Vgt die Bemerkung 1 am Schlusse des Werkes. 

3) J^ord, 1. 4) Perrow, 2., 3. 
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weit ttberschreiten, docli sollen wenigstens die beiden Haupttheoreme, 
die sich. allerdings nur auf ganzzahlige x I> beziehen, oine Beweis 
hier mitgeteilt werden 

I, Satz von Ford: Wenn in der Differenzengleiclmng (A) der 
Koeffizient p x (ft = 0, 1 7 . . ., n 1) mit unendlicli waclisendem x derart 
gegen die Grenze a L Tconvergiert , daft die Different p ( ^ a L mn der- 
selben Ordnung unendlicli Mem wird wie der Ausdmck r ~^~ ? wo r(x) 



eine solche positive Function wn x ist, daft die EeiJie ^ - - km- 



vergiert (0.B. r (%}=-, ""a+rC 1 '^^) us f-}i wenn fe** a + 

ist und die Wurzeln 1? 2 , . . ., a n der Gleichung (B) von einander ver- 
schieden sind, aber alle denseTben Modul Q lidben, so nimmt die all- 
gemeine Lbsung von (A) fur ganzsahlige Werte ion x, die grower sind 
als eine 'bestimmte Zakl, die Form an: 



worin c 19 (? 2 , . . ., c n willkiirliclie Konstanten sind, wdhrend e x filr 
^=00 von derselben Ordnung unendlicli Mein wird u*ie der Ausdruck 



v . Besitzen nicht alle Wurzefn denselben Modul und sind 
x l 

l 

!, 2 , . . , a h (h<n) diejenigen, der en Modul den Meinsten Wert Q 
hat, so existiert eine Partikularlosung y die fur ganzzahlige x o*berhalb 
einer gewissen Grenze die Form 



annimmt. (Sind nicHt alle Wnrzeln von einander yerschieden, so treten 
entsprecliende Modifikationen dieses Satzes ein.) 

II. Sate von Perron: Sind q ly q 2) . . ., q (7 die von einander wrschie- 
denen dbsoluten Setrage der Wurzdn der ^charaM&ristischen u Gleichung 
und ist e% die AnzcM der Wurzeln wm absolut&n Setrage q% ? wobei 
mehrfaclie Wurseln auch ihrer Vielfachlieit entsprecJiend zu mhlen sind, 
soda/3 e 1 + e% + - + e ff = n ist, so ~be$it$t die Differenzengleichung (A), 
sofern ihr letzter Coefficient p^ fur alle (ganzzahligen nicht negation) x 
wn Nidi verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Integration, die 
derart in 6 Klassen zerfallen, da/3 allgemein fur die Integrale der 
l ten Klasse (deren AnzM gleich e l ist) und deren lineare Verhindungen 
die BezieJiung 

lim sup 



statthat. 

u 
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C. Die Wurzeln der , } cliarakteristisc]ien" GKLeichung sind zum Toil 
unendlich oder samtlicn. glelefa. 



Wir betrachten die Differ enzengleiehung 

(G\ P< n > n 4- P (n ~ 1} y -j _____ L. pW n _L P W ? , 

V v y -IT 3. // a . + n -r -ta; #ar + w-l ' ' * at Vx + 1 ' -^a; i/ K ~" U ? 

worin die P^ Polynome vom Grade jp A sind; ist dann p n kleiner als 

p(&) 
irgendein j) ; , (ft<w), so wird lim ^ und dalier ini aUgememen auch 



lim -^-^ unendlick grofi, In diesem Falle setzen wir ; um die Ord- 

a,=oo y x 

nung des Tlnendlictiwerdens zu eruieren ; 

y r -P(a?), ; 

worin die reelle positive Konstaiite ft so zn bestimnien ist ; daB 
lim endlich bleibt. Dadurch wird die Gleichung (C) transfer- 

a? = oo ' x 

naierfc in 



worin ^ = ~ ist. Die Grofie ^ inufi nun so bestimmt werden ; 



daB die Ausdrticke 



fftr a: = oo alle endlich bleiben ? oline alle gleicn Null zu sein Der 
Grad des Ausdruckes (13) in x ist 

Pk P A ^(w *); 

daher mnB fur ^ der kleinste Wert gewahlt werden, der den Un- 
gleichnngen 



gentigt Wenn man fur ^ gerade diesen Eeinsten Wert wahlt, so 
werden alle diese Ungleicliungen erfullt sein und mindestens eine der- 
selben wird sich auf erne Gleichung reduzieren; dalier werden alle 
Ausdrucke (13) fiir x = oo einer endlicheri Grenze zustreben, die min- 
destens fiir einen dieser Ausdriicke nicht gleich Null ist. 



1) Poineare, 1., S. 238 -239. 
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Man kann diesen klemsten Wert von t u, auf folgende Weise 
graphisch linden: man markiert alle Punkte, welche als Abszisse Jt 
und als Ordinate p L haben; darauf konstruiert man das konvexe ; so- 
genannte Neivtonsciie Polygon,, welches alle diese Punkte einschlieBt; 
diejenige Seite des Polygons, welche im Punkte (H,J\) endigt, gibt 
dann durch ihren Richtungskoeffizienten (zur nega- 
tiven Richtung der X-Achse) den gewtinschten Wert 
von p. 

Beispiel: 

e \ o *) 

Die Punkte A, B, C } D, E, F entsprechen bzw. 
den Polynomen Pf, Pf ; Pf , Pf ; P ( x l \ Pf ; der 

Richtungskoeffizient der Seite AC (gegen die nega- 
tive .X-Achse) gibt den gesuchten Wert von p, also hier ^ = 1-. 

Ist alsdann c k die Grenze des Ausdruckes (13) fiir ^==00, so 
bilde man die Gleichnng 

ist a diejenige Wurzel dieser Gleichung 7 welche den groBten absoluten 

1^ 
Wert hat ? so ist im allgemeinen lim -^- = a, also: 



1st ferner jp n grofier als alle p k (i~0, 1 ? ... ? 1) ; so sind alle 
Wurzeln der ;; charakteristischen f<r Gleichung gleich 0, da 



ist. TJm auch in diesem Falle das Verhalten des Quotienten ~^i~ fur 

x = oo zu erniitteln, muB man wieder nach der oben angegebenen 
Methode den kleinsten Wert ?on^ aufsuehen, derdenTJngleichungen(14) 
genugt; dieser Wert wird diesmal negatw sein. Setzt man 



1) Perron (4. u. 5., Spezialfalle 3., S. 462 u. 469; vgl Norlund, 8., S. 1G 17) 
hat auch diesen Satz dabin prazisiert, daB jede Polygonseite durch ihren Bich- 
tungskoeffizienten einen Exponenten fi liefert; und zwar gibt die zu jeder Polygon- 
seite gehorige Abszissendifferenz die Anzaal der Partikularlosungen an, die ,,zn 
dem betreffenden Exponenten ft gehoren". (Die Bedeutung dieses Ausdrackes 
moge aus den zitierten Arbeiten von Perron nnd Norlund erseben werden.) In 
dem obigen Beispiel gehSren zwei Losangen znm Exponenten \ und drei zum 
Exponenten ^. 
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so wird die Gleichung (C) 



man bilde nun wieder die Gleichung (D): ist dann a die Wurzel Tom 
gro'Bten absoluten Betrage, so wird im allgeineinen : 

lim xrf*~ a (ft ist negativl). 



B. Ber Grenzwert des Quotienten --- fiir x = oo ; 

'l/x 

Verlialteii der Adjungierten. x ) 
In der Differenzengleiclmng 

(A) ^ + . + pi"' 1) y, + ._i + +P ( ?V,= o, 

deren Koeffizienten jetzt rationale FimJctionen von x Ton gleichem 
Zahler- nnd Nennergrade sein sollen 2 ) ? setzen wir 

x^-t-n, p ( ^ t( =q^ (ft0,l,.. ..-!) nnd ;^,= ^: 
dann wird dieselbe: 



Da lim g/ A>) == a x ist, so lautet die w charakteristische" Gleichung: 
a c * + Oi^- 1 + - + -i^ +1 = 0; 



ihre Wurzeln sind reziprok zu den Wurzeln der Gleichung (B), 
und es ist: 



Daher wird nach dein Satze von Poincarr im allgemeinen: 

lim -^- - = X , 

^ = fl0 ^ + n l" a w 

1) TT. 

2) Allgememer konnen die $' in der Unagebung von x = c?o konvergente 
Potenzreihen von der Form 

J> - Oi + %l - +%+... (t = 0, 1, . . ., n-1) 

X X' 

sein. 
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oder 

lini -^ = , 

.<. = _, 2/C4-1 <V 

d. h. 

lim XT:L # n . 

6re7^ a?so x aitf der negaiiven reellen Aclise ins Unendliclie, so Tson- 
vergiert der Quotient ~~ x+ - wi allgemeinen gegen die Ideinste Wurzel der 

diarakteristisclien G-ldchung. (Auch ttier treten die fruher angegebenen 
Prazisierungen ein; die voile Anfklarung des Sachveriialtes werden 
aber erst die Untersudaiingen des 10- Kap 5 III bringen.) 

Betrachten wir endlict die ?; Adjungierte tft zu (A) (3, Kap. ? IV, 
Crl. (6)5 ^ , j_ = v x , PX statt p c j gesetzt): 



so ist auch. hier: 

/-' = a K _ i? (ft- 1,2, 



also die charatteristische Grleiehnng wie vorher: 
a oJ + a 1 ^- 1 + + a rt _ 1 * + l 
und dalier im allgemeinen: 



BE. ABweBdHBgen des Foincares^^n Satzes. 

A. Approximative Losung komogener linearer Differenzen- 



Es sei vorgelegt die Differenzengleicliung 

(A) fc+.+^W-i+'-'JP^^- ^ 

in welcher die Koeffizienten p^ endlichen Orenzen a k (k == 0, 1, . . ., n 1) 
zustreben, wenu a? au der positiven reellen Aclise ins Unendliche 
wandert. Die ;> cb.arakteristisclie^ Gleichung der Adjungierten von (A): 

(A') v +v (n ~ l} v +v (n '~* } v H ---- +p (0) v M =0 

\ > ' "x + l a?+l ' -^a? + S or-h2 ^ '*-{- a3 + ft 



1) PincJierle, 7. 
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laiitet (nacli I, D d. Kap.): 

I fl -, 1 l I -11 A 

&Q -{- tf ! ~r''"~r# n _.i# < "rJ- s=a: *-'5 

YOU ihren Wurzeln p i (ft = 1, 2, ..., n) moge eine einen groBeren 
absoiuten Betrag als alle anderen besitzen: 

Pi I > Pa i ^ ^3 ^ ' " ^ J 

Dann gilt nacli clem Satze Yon Poincare fur das allgemeine Integral 
Yon (A') die Beziebung: 



imd nacli den Auseinandersetzungen des Abschnittes I ; A d. Kap. kann 
man ein Fnndamentalsystem YOU Integralen v\ vf\ .. , ; v^ der 
Grleickung (A') derart auswalilen, da8 



fur Ji = 1 gieicli 1? dagegen fur 7i =* 2, 3^ . . , n gleich einer der 
anderen Wurzeln $ 2 . Q B , . . ., p n wird. 

Betrachten wir nun die Gleicbung (A') als die ursprtingliche 
Differenzengleichung ; so ist ihre Adjungierte nacn dem 3. Kap., IV ; a), 
S. 85, die Gleickung (A) selber und y^ = ^^ Qc= 1 ? 2 ; . , ; w), worin 

Ifc^a*-- _-^- - D tJ^ ! f/lZ=12 W") 

ein Fun dam entalsy stem Yon Integralen der Gleichung (A). 1 ) Zwischen 
den Fuuktionen u^ und v^ bestehen zunaclist 1 ) die Beziehungen: 

), wenn r < n- 1, 
L ; >venn r = n 1; 

da sich aber t?j*| n (i/ = 0, 1, 2 ; . ..) inittels der Gleichung (A') linear 
dtireli v^\ V xli* ' m m y xl-n-i aus drlicken laBt mit Koeffizienten ; die 
rationale Funktionen der $r und ihrer sukzessiven Werte sind ? so 
ist allgemein 



eine rationale Funktion der und ilirer sukzessiYen Werte: 



1) 2. Kap., I, C; 3. Kap , IV. 



II. Auwendongen de? Poincare schen Satzes A 

(2\ /'O^; / w (0) <D (*-l). (0 } flj . 

W A c \\Px 9 1'x y ' ' '? Px ' "ar + !>-?* + 1> ' ' ' 

z. B. 

" n 

00 



-J 

ust 



j + n /'ar 



Da die AJ v) nur yon den Koeffizienten der Differenzengleichung (A) 
abMngen ? so ist die WaU des Pundamentalsystems von Integralen 

der Grleichung (A) nnd ilirer Adjungierten ? mit denea man sick die 
Ansdriicke (1) geMldet denkt, ganz gleichgiiltig, nnd ledlglich die 
rationale!! Ansdriicke (2) sind es ? die man wirklich. herzustellen hat. 
Aus (1) ergibt sich. nun: 



oder 



Naeh den fiber die v^ gemachten Voraussetzungen ist aber 



lim 
und folglick 



1) Der tiefere Grand dafur, dafi die GroBen I ***]u ^ ^ v sich durcli 

ft = i 

die Koeffizienten der Dififerenzengleicliung (A) und deren sukzessive Werte rational 
ansdrucken lassen, liegt darin, daB die Eunktionen u< und vj kontragrediente 
Systeme biklen (vgl. z B. Schlesinger, Handbueli der Theorie der linearen Piffe- 
rentialgleiclmngen, Bd.I, S. 6466) und dabex l> bei entspreetenden (reziproken) 
linearen Snbstitutionen der up und v<p> invariant bleibt, sodafi das Analogon 
des Appell&cken Satzes (siehe 4 Kap , I) in Kraft tritt. Fiir die reknrsoriscne 
Berechnung der %) V gl. Pincherle, <>., 3. Teil. 
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GeJbt man daher in der Gleichung (3) zur Grenze fitr v = oo tiber ? 
so erhalt man 



betrachtet man also die Gleichung (3) ftir genugend groBe Werte 
von v, so ergibt der Quotient k { *~^ : ^ , welcher nach (2) eine 
rationale Funktion der Koeffizienten von (A) und ihrer sukzessiven 
Werte ist, einen angenaherten Ausdruck fur ^j + 1 "^ 1 \ d. h das 
Partikularintegral y } = ti^^ der vorgelegten Differenzengleichung (A) 
ergibt sich auf approximativern Wege J? durch Quadratur'^, d, h. als 
Losung einer homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung}-) 
Sind die p insbesondere rationale Funktionen von x, so ist auch 



^+1' : ^ eine ratio^k Funktion von x (== a4~, sodaB ?/ 

^ JLL ^ x ^' 

sich. approximativ durch. einen Ausdruck von der Form 



darstellen la,Bt. 2 j 

Die hier gegebene Losungsmethode fur homogene lineare Diffe- 
renzengleicliungen ist analog der Berwulh-LagrangescfaQn approxi- 
mativen Auflosung einer algebraischen Gleichung initials der Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Summen von Wurzelpotenzen. 



B. Losung homogener linear er Differenzengleicliungen 
zweiter Ordnung durch. Kettenbriiche. 3 ) 

Abnlich wie man die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
durch. Keitenbruche dargestellt hat, kann man auch fiir die Losung w r 
einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung den 

Quotienten x ^ - in einen Kettenbruch entwickeln: Dividiert man nam- 
^ 

lich beide Seiten der Differenzengleichung zweiter Ordnung 



1) Man sieht leioht, dafi dieses Parfcikularintegral die (bis auf eine ,,Kon- 
stante u bestimmte) ,,ausgezeiclinete LSsung" von (A) ist (vgl. S. 208) 

2) Vgl. 1. Zap., II, C. 

3) Norlund, 1. u. 3.; W. 
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durcli u x+1 , so erhalt man: 



also: 



Auf ahnlicte Weise hat berelts GauJS 1 ) fur die hypergeometrische 
Reihe F(ct, fi,<y } x), die ja, wie er In derselben Abhandlung 2 ) zeigt ? 
als Funktion der Parameter a y fi ? y aufgefaBt, linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung geriugt, die Quotienten zweier ;? benacli- 
barter" Funktionen 



y, a?) 

durch. Kettenbriiclie dargesteEt. Es fehlt aber bei dieser direkten 
Methode der allgeineine Konvergenzbeweis; speziell fur die Gaufisehen 
Eeihen haben Riemann'*), SMomilch 4 *) n. a. die Konvergenz der un- 
endlichen Kettenbriiche bewiesen. 

Die im folgenden dargelegte Enwickelungsmettode hat den Vor- 
zug ; daB sie, von einer Idmtitut ausgehend ? gestattet, unter hin- 
reichend allgerneinen Bedingungen den Beweis fur die Konyergenz der 
hier auftretenden Kettenbruche in yerhaltnismafiig einfacher Weise zu 
erbringen. Setzt man 



so ist 



1) 6rw& 1., 2. Abschnitt. Nr. 1214, 

2) 1. c., 1. Abscknitt, Nr. 7 11 5 vgl. 10. Zap , H. 

3) Werke, XXIH, S. 424ff. (2 Anfl. 1892) 4) Algebraische Analysis, 70. 
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A 

mi d dalier identiscli: 



Es sei nun die Differenzengleichung zweiter Ordnnng 

( 5 ) JW 



gegeben, worin p x mid g^ rationale Funktionen yon gleichem Zauler- 
uncl Nennergrade sind ? sodaB 

lim p x = % , lim q x == a 2 (a t u. a 2 endliche GroBen) 

^ = 00 or=oo 

1st, nnd es moge die ^charakteristische" Gleichung 
(6) ^ 2 +^^ + a 2 = 

Wurzeln von nngleichem absoluten Betrage besitzen: a|>||8|. 
Sind y^ nnd y zwei Fundamentallosungen der Gleichnng (5), 
so ist 2 ) : 

(1) 



2/iT' llx + 1 
Setzt man nun 

^ = 2/8T! 

/. + A 2 

so wird 



daher ergibt sicli 7 wenn noch n + 2 an Stelle von ^ gesetzt wird, 

-,,(!) -( 2 ) ~ ,/( 2 ) v (i) , 

-j ^ + n "x + 1 ^ar + n "x+ 1 1 

Vl ^~ "'~ ? 



1) TJiiele* Den endelige Kjaedebrokfunktions Teori, Tidskr for Math (2) 
6 (1870). 

2) 2. Kap., EL 
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iincl folglich aus (4): 



Die recnte Seite dieser Identitat enthalt nur die Koeffizienten der 
Gleichung (5) und deren sukzessive Werte, ist also von der Wafal 
der Fundamentallosungen y^" } und y x ~' ganz unabhangig. Wir den ken 
uns nun y^ und y^ so gewahlt, daB 

lim -^A +1 = , lim ^ 3 "~ - X J 

wird, was nach Nr. I, A dieses Kap. stets moglich ist; dann.ist 

,H) 



und daher 

t'^ 

;/ v-y 
T i'a;4- A 

hm T J =0. 
W+ 

Polglich wird fur n = oo der unendliche Kettenbruch 



Ganz analog findet man, wenn wieder /^ J und ij^ zwei FundameBtal- 
losungen der Gleichung (5) sind ; die Identitat: 



VV 
(2) __ ^ x _ yx - n 



0) (*)._ tf (*i (*.. a._, 



Nun kann man nach Nr. I, D dieses Kap. die Losungen yf } und 
^ so wahlen, 



1) ^ 2) , die sogenannte T ,ausgezeichnete L6sung u , ist bis anf eine ,,Kon- 
stante" bestimmt (vgl den SchluB von I, A dieses Kapitels). 
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wird; dann ist 

y ^ B l _ i 2/ ^ _ i ' ' B ! 
liin | - -- 8) - : ( 5- - 1 == I ^ j < 1 , 

und folglich 

Daher wird fur ?? = co der unendliclie Kettenbruch 



lim JT 1} = jS und folglicli lim K = ^ ; denn Gleiclmng (7) liefert 

fur x = oo die bekannte -Kettenbruckentwicklung der kleineren Wurzel 
der quadratischen G-leichung (6) und infolgedessen Gleiennng (8) mit 
beliebiger Annanerung die Kettenbruchentwicklung des reziproken 
Wertes ihrer grofieren Wurzel. Daraus ergibt sich gleichzeitig^ daB 

V 13) (3) 

K (l] und l-.jS: l2) , d. h. ^ und -^ nictt identisch gleict sind. 

^ * ni ( u ) i)/ {*' 

y v " v 

sodafi z/j 2) und y sich nicht durch eine bloBe ,,Koustante" unter- 
scheiden. Die beiden fur alle (reellen) x konvergenten Kettenbriiche 
K^ und K^ (n = oo) ergeben also mittels ,,Quadratur" die beiden 
Fundamentallosungen y und y der Differenzengleichung (5). 
tTber die VeraUgemeinerung dieses Kesultates vgl. Norlund, 1. und 3. 



Auf Grrund der Poincarcschen Untersuchungen (Nr. I, A und C) 
hat Horn 1 } fur die Losungen einer homogenen linearen Differenzen- 
gleicb.ung ? deren Koeffizienten fiir x = oo endliehe Grenzwerte besitzen, 
und allgemeiner einer Differenzengleichung 



worn 



konyergente oder asymptotische 2 ) Reihen smd, falls die Wurzeln 
der ;; charakteristischen" Gleichung verschiedene absolute Werte haben 



1) Horn, I. 

2) tTber diesen Begriff vgl. 10 Kap., I, B 7 2., ScMufi, und III, SchluB. 
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und bei Besclir'ankung anf positive ganzzahlige x asymptotische, 
nach fallenden Potenzen von x forts chreitende Potenzreihen aufgestellt. 
Wir werden indessen fur den Fall, daB die Koeffizienten rationale 
Funktionen (vgl. die Anmerkung zu I 7 A dieses Kap.) oder konvergente 
Fakultatenreihen sind die Faliultdtenreilten rorzielien, welche dem 
Wesen der Ditferenzengleichungen aagemessener zn sein sclieinerj ? 
indem ihre Koeffizienten sich. leichter berechnen lassen^ welche ferner 
die Beschrankung der Variabilitat von x unnotig machen und endlicli 
nnter Umstanden wirklicb konvergieren (vgl. 10. Kap., Ill und IV); 
dureli diese Entwickelungen wird gleiehzeitig der Poincare'sGhe Satz 
in dem Falle rationaler Koeffizienten erne strengere Begi'iindung 
und Prazisierung (vgl. den ersten Perrowschen Satz in Nr. I, Aj 
erfahren. 



Zehntes KapiteL 

Integration der linearen Diflerenzengleicliungen 
durcli Reilien, 1 ) 

Einleitung: Die Potenzreihe, das sonst so allmachtige Instrument 
der Analysis, versagt im allgemeinen bei der Integration der linearen 
Differenzengleichungen, und zwar aus leicht ersichtlichen Grriinden: 
Wenn eine Potenzreihe $($(#) auch z. B. in einer gewissen Umgebung 
von x = konvergiert, so braueht 5)3 (# + f) (Y=l, 2 ; ...) nicht zu 
konvergieren, sodafi ein direktes Einsetzen derselben in die Differenzen- 
gleichung im allgemeinen unmoglieh wird. Aber selbst ? wenn man 
weiB, dafi )3(#) eine ganze transzendente Funktion darstellt, also in 
der ganzen Ebene konverglert ? wie z B. die Funktion Q(x) (vgl 
1. Kap., II, 0), so erhalt man durch. direktes Einsetzen der Eeihe in 
die Differenzengleichung fur die Koeffizienten nnendlicb. viele Grlei- 
chungen mit unendlich vielen Unbekannten; und wenn diese auch 
durcli die Untersuchungen von Hill, Poincare, H. v. Koch, Ca^aniga u. a. 
iiber unendliche Determinanten der Behandlung zuganglich gernacht 
word en sind ; so sind docti die Resultate entweder nickt einfach genug 
oder uberhaupt unbrauctbar, indem die Determinanten im allgemeinen. 
nicht konvergieren. Dagegen konnen indwekt, d. h. aus anderen Dar- 
stellungen der Losungen ; z. B. aus Integraldarstellungen und den spater 
zu behandelnden Partialbruch- und Fakultatenreihen ; nachtraglich brauch- 
bare Potenzreihen hergeleitet werden. 

WoHte man z. B. fur die Funktion Q(x) == r(x) P(a?) 2 ) ; von 
der man, weiB, daB sie eine ganze transzendente Funktion ist nncl 
der Differenzengleichung 



j direkt eine Potenzreihe aufstellen ; so konnte man die Glei- 
chung (1) zunachst durch die Substitution ^ a; 

(2) 2^ + 1 a?w, = 1 



1) In diesein Abschnitt werden fur die unabhangige Vanable x aucli koni- 
plexe Weite zugelassen 

2) 1. Kap., IT, C. 



Einleitung. 
transformieren; setzt man dann 
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an ; so ergibt sicli 



0), 



(r = 0, 1, 2, . . .) 



also das G-leichungssystem 



Nimmt man TOB den a r zunachst nur die ersten n + 1 dlieder uiid 
sckreibt die ersten n + 1 Gleichungen bin, so erhalt man fur k<^n: 



c, = 



worm 
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CO 

- C) 1 

- G)i 

::; -'d 



ist und -Djf + 1 ^ aus D w dadurch teryorgeht ? daB in D w an Stelle der 
(jfc-+l) ten Kolonne die Kolonne 1, 0, ; ; . . . ; gesetzt wird (ins- 

/ J\W / j\ ^ v 

besondere wird c n = ^ = -^-1 ; man wtirde also die 0% in 

X/ w -*-^n ' 

der unpraktikablen Form 



~^ 



erhalten. Benutzt man dagegen z. B. die Integraldarstellung 



1) Vgl. S. Zap., II, A, Beispiel. 

Wallenberg. Lineare Differenzengleichungen. 



15 



228 10 Kap. Integration der linearen Ditferenzengleichungen durch Reihen. 
so ergibt die Taylor scihe Entwickelnng: 

dt 



Anclere Beispiele fiir die Umwandlung der Lostmgen linearer Diffe- 
renzengleichungen in Potenzreiken werden an geeigneten Stellen folgen. 
An Si>elle der Potenzreiken treten bei der DarsteUung der Losungen 
linearer Differeuzengleickungen andere Entwickelungen: insbesondere 
sind es die bereits von Stirling 1 }, spater yon Binet*), Schlbmilcli*) u. a., 
in neuerer Zeit von Jensen*'}, Pincherle 6 }, Nielsen 6 ) und Landau'*) be- 
liandelten Fahdtatenrelhen von der Form 



die tier die wichtigste Rolle spielen ; was uuter anderem schon darans 
erkellt, da8 in vielen Fallen, wo die (nack fallen den Potenzen von x 
fortsckreitende) Potenzreike asymptotisck divergiert, die entspreckende 
Fakultatenreike konvergiert. Die Fakultatenreiken sind kauptsacklick 
dadurck ausgezeicknet, daB sie ? wenn sie fur x = x konvergent sind, 
auok fur jedes x = x^ konvergieren, fiir welckes 9i (x 1 ) > 9? (a? ) 8 ) ist, 
sodaB ibr Konvergenzgebiet eine Halbebene 1st, die links durck eine 
Gerade 9? (%) = I begrenzt wird 9 ) (mit AussckluB der Punkte ; 1 7 
2 7 . .). Eine Fakultatenreike ist in einer gewissen Umgebung 
jeder (von ? 1, 2 7 .". . Tersckiedenen) Stelle im Innern ikrer 
Konvergenzkalbebene gleichmafiig konvergent 10 ); sie stellt daker nack 
eineni Satze von Weierstrafi 11 ) in ikrer Konvergenzkalbebene eine mit 
eventueller Ausnahme der Punkte 0, 1, 2 ; . . . (die dann einfacke 
Pole sind) regulare analytiscke Funktion dar und darf dort beliebig 
oft gliedweise different! iert werden. 12 ) 

Die Fakultatenreiken sind aufs eogste verwandt mit den Inte- 
gralen von der Form 



1) Stirling, I. 2) Binet, 1. 3) SchlomilcJi, 1. 

4) Jensen, 1., 2., 3. 5) Pwcherk, 10., II., 12. 

6) Nielsen, 1., 2., 8. 7) Landau, 2. 

8) 9ft (#) bedeutet ,,reeller Teil von #". 

9) Den einfachsten Beweis dieses Satzes siehe bei Landau, 2., Satz I, 
S. 157 ff. 

10) Landau, 2., Satz II, S 161. 

11) Zur Funktionenlehre, Berlin. Ber. 1880, 723726. 

12) Land iu, 2., Satz in, S. 164. 
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die besonders von Pinclierle *) ausfiihrlich behaudelt worden sind; beide 
Ausdrilcke konnen unter gewissen Bedingungen in einander ubergefuhrt 
werden. a ) Die Darstellung einer Funktion durch eine Fakultaten- 
reihe ist eindeittig; d li wenn zwei Fakultatenreihen einander gieich 
sind, so miissen die Koeffizienten der einzelnen Fakultaten einander 
gleieh sein ; oder nocli anders ausgedrlickt: die Fakultatenreihen ge- 
statten keiae Nullentwickelung. 3 ) 

AuBer den Fakultatenreihen komraen fur die Darstellung der 
Losungen linearer Differenzengleichungen zunaehst nocli in Betracht 

die Partialbniehreihen von der Form 

Darstellung eine eindeutige Fur die Umwandlung dieser beiden 
Reihenarten in einander gelten die elementaren Formeln: 



^ + V = AT 

r = 

und umgekehrt: 

(\ i =7j , r (-if 

v 



t =0 

Ferner sind zur Darstellung der Losungen geeignet die Binomial- 

oc 
^T"-^ /y> _ -i\ 

reihen x a n ( ) . welehe ebenso wie die Fakultatenreiben eine 
^J n \ n J> 

n = Q 

KonvergenzJialbebene besitzen 4 ); jeclocb gestatten diese Reihen eine 
Nullentwickelung ? wie das einfache Bei spiel 



zeigt. 5 ) Aus dem Integral Q(x) erhalt man eine Binomialreike 
mittds der Ponnel [1 -(1 -*)] 



Endlich sind nocli die hypergeometrisclien Reihen yon Wiclitig- 
keit, welehe Potenzreihen, Fakultatenreihen und Binomialreihen iii 
sich enthalten ? insbesondere die schon Euler bekannte, von Gaufi, 



1) Pincherle, 13.; vgl. Landau, 2., 7, und Nielsen, 3., S. 115 ff. 

2) Nielsen, 3., S. 239 ff. 8) Nielsen, S., S. 238 
4) Landau, 2., 5. 5) Vgl. Nielsen, 3. 5 S. 127 

w, B., 49 und 96, Satz IK. 

15* 
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Summer nndltiemann nacli alien Richtungen durchforscnfce Gattftsolie 

Eeihe 1 ) 



in welclier x gewohnlicli die Rolle eines Parameters spielen wird. Ihr 
Zusammenhang mit der Gammafunktion wird durch die von Gauft 

gefundene Forinel 2 ) 

(5.) J"(, /J,y, !) = /(, A rf-f-^^g ( fr- 8 -0>0) 

vermittelt, welcne sich am einfachsten ans der .EWe/'schen Integral- 
darstellung 3 ) 

F(a, ft, V} x} - - T ^__ 

fLr ^ == 1 ergibt 4 ), weim die Formel filr das sogenannte Derate Euler- 
sclie Integral" 5 ) 



zu Hilfe genommen wird. Von den librigen zahlreichen Eigenschaften 
der Gaufischen Eeite werden diejenigen, welche wir fur unsere Zwecke 
gebraucben, an der betreffenden Stelle angegeben werden. 

I. Lineare Biffereiizeiigleicliiingeii erster Ordnnng. 

In diesein Absctnitt sollen hauptsaclilicli solehe linearen Diffe- 
renzengleiclinngen erster Ordnung benandelt werden , die mit der 
Theorie der Q-ammafunktion in Zusammenhang stehen, insbesondere 
auch nicht nomogene Gleichungen. Wahrend aber von den "meisten 
in der Theorie der Grammafunktion auftretenden Funktionen, z. B. den 
Funktionen P(x) nnd Q(x), naturgemaB erst naclitraglicn gezeigt zu 
werden pflegt, daB dieselben lineare Differenzengleichungen befriedigen 6 ), 



1) Go/ufa 1. 

2) Gaufi, 1., Nr 24; fur komplexe or, j5, y Weierstrap, 1* 

3) Euter, 2?)., Bd. 2 (1769), (1827), 230ff.; Kmimer, 1., S. 138 ff., 2., S.2U; 
vgL Nielsen, 3., 65. 

4) Auf diesem Wege hat Summer (1., S. 138 if) die 6?aw$sche Formel 
.F(a, ft y, 1) tergeleitet 

5) J&Zer, 2*., Bd. 1, 213247; Bd. 4, 78354 Legendre, 1. Einen ganz 
kurzen Beweis fur die Formel (6) gaben Jacobi (Jour, fur Math, 11, 307) uiad 
DincliUt (Werke, Bd. 1, 398); vgl. Nielsen, 3, 60 

6) Siehe z. B. die Arbeiten von Mettfa, 1., 2,, B.; Nielsen, 8., 9. 
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wollen wir hier, soweit es irgend moglich ist, unigekehrt die Reihen- 
entwickelungen fiir diese Funktionen direkt aus den Differenzen- 
gleichungen herleiten^ denen sie geniigen Soweit dies nicht moglich. 
1st, warden wir fiir die Ableitung der Resultate In der Regel auf die 
Quellen yerweisen, um den Umfang dieses Abschnittes nicht gar zu 
selir auszudehnen; denn die Mannigfaltigkeit der Entwickelungen ist, 
wie wir sehen werden, uberrascheiid groB 

A. Homogene G-leiehungen. 
1. Gleichicngen nut Imearen Koeffizienten: 

(ax + &) y<B+1 + (ex + d}ij A - *); 

dieselben konnen durch eine einfacne Transformation ( vgl 2.) auf 
die Form 



gebracht werden Ihre allgemeine LosuDg lautet: 

r(x a) / \ 

^=^--V(^ K+i 5 **); 

daher ist auch 



eine Partikularlosung. Setzt man nun in Formel (5) der Einleitung 
dieses Kap. y == 1, y ft - 1 - ft = x, so wird: 
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ist. Wir haben also fiir eine Partikularlosung unserer Differenzen- 
gleichung eine Binomialreihe g^wonnen; dieselbe konvergiert fiir 

2. GleicJiungen mit quadratischen 



Durch eine Substitution x=~z + 8 kann & 2 zum Verschwinden ge- 
bracht werden; dann lautet die Gleichung, wenn wieder x statt x' 
geschrieben wird: 



diese geht durch die Transformation y x = (f^ fiber in 

(x - a) (x - /JK +1 - x(x + )u 9 . 
1) W. 2) TK 
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Wir betrachten nun den Fall % = & x ; d. h. d = (a + |3); dann 
lautet die allemeine Losung: 



darin 1st 

f(r/ ft rr\ - 

l ( a ) P) x ) - 



eine Fakultatenreihe in #, konvergent fur 91 (a; a /3) > 0. 
Fiir j3 = 1 , $ = # + 1 ergibt sich 



also 



tJ 

(z- 

Jc = Q 



das 1st die /Sfe'w#sche Fakultatenreihe fur ^j s ). Durch (j> lj- 

inalige Differentiation nach erhalt man noch fur # = die ebenfalls 
Stirling (l v S. 11) angehorige Entwickelung: 



s=p 

oder fiir ^ == x cc : 



Darin becleuten die O/ die sogenannten ,,Fakultatenkoeffizienten 
vom Range s" oder ^Stirling selLen Zahlen erster Art"; sie sind fiir 

fn -J \ 
J moglichen Produkte mit r verschiedenen 

Faktoren, "welcKe man aus den Zahlen ? 1, 2 ; . . ., ,s 1 wahlen kann, 
wahrend stets C^ 1 ist (vgl. Nielsen, 3., 26). 

In ahnlicher Weise lassen sich die allgemeinen Differenzen- 
gleichungen erster Ordnung 



1) Vgl. 1. Jiop., II, C. 2) Formel (5) dieses Kapitels. 

3) Stirling, 1., S. 12, 45; vgl JWteei, 3., S. 77, 

4) Fur den Eonvergenzbeweis ygl. Sclilomilcli, Ztscbr. fur Math, u Phys 
(1859), 396; Nielsen, 3., S. 78 u. 247. 
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cleren allgemeine Losung nach dem 1. Kap., TL, G die Form 



=/ ,a s 

V*. a -|-(V- jy'f (a - ft)" . - r> - W 

besitzt, imter gewissen Bedingungen fur die Grofien a L und /3 A durcli 
nypergeometrische Reihen hoherer Ordnung integrieren x ) : doch gelien 
wir nieht naher darauf ein, da noch keine prazisen Untersuchungs- 
resultate vorliegen. 

B. YoUst'andige Gleielnuigen. 



(formale Losung: & = --+GV, -^ ist divergent 4 ). 

s = (> 

Eine Partikulaiiosung ist (1. Kap , II ; G): 



worm 



= lim (-J- + -I + 4- + + * - log) = 0,5772156649 . . . 

V * ^ ^ 5i / 



die Eider sehe Konstante bedeutet; diese Partialbructreihe fur Y(#) 
konvergiert flir jeden endlichen Wert von x niit Ausnahme der Punkte 
^ = ? 1, ' 2, ... ; welche einfache Pole mit dem Residuum 1 
sind. Die n te Ableitung von (#), *&)(%), genligt der Differenzen- 
gleichung 

und es ist: 



daher erglbt die Taz/fcrsclie Entwickelung die Potenzreihe: 



1) Einen Ansatz dazu findet roan z. B. bei Pincherle, l a . 

2) Die Funktion V^) ist zuerst von 6fauft (1., Nr. 3037) eingehend unter- 

sucht worden; ubrigens setzt ffau/l ^fj^ = ^J+^ = V (*). Tgl. 
Nielsen, 1 5 ti. 14, insbesondere auch die Literaturangaben. 
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worin 

Sl = c = li 

M = 

mid 



Wir erwahnen ferner die Binoinialreihe von fifem 1 ): 



Aus der Potenzreihe iir *(!+%) ergibt sicli durch Integration^ 
da logr(l) = logl = ist> 



r=l 

als Losung der Differenzengleichung 

2. y*+i -y*-ig (!+) 

Aucn nier existiert eine Binomialreihe ; die Ton Hermite*) herruhrt: 



log r(i + x) 

I' = l 

+ -^T:^" 2) ( lo 3 - 2 log 2) + - - - ; 

dieselbe konvergiert fur 9l(^)>0. 
Mit Benutznng der Formel 



sowie der Differenzengleichung l. ; der (#) geniigt^ kann man die 
Potenzreihe fur Y(l+#) in die bonvergentere 



1) ,,Zur Theorie der j&Werschen Integraie 11 , Gottinger Studien 1847, S. 3&. 

2) Annali di Mat. (3) 5, 5772 (1900); diese Eeihe als Partikularlosung 
der Gleictrang 2. ergibt sich. leicht, wenn man fur log (1+0 die Neivtonsohe 
^nteipolationsformel mit dem Cawc%schen Eestglied (s. z. B. Seliwanoff, 2., S. 21) 
ansetzt und beachtet, daB y x ^^log^+rc) ist (TF.) 

3) Siehe die J2?w?ef sche Fonnel, 1. Jfap , II, C 
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uniformen *) ? und mit Riicksicht darauf ; dafi 

T^ ==1 +* 3 + ^+"- (* <*) 
1st, in die noch rasclier konyergierende Reihe 



Daraus ergibt sicli wieder dnrch Integration die Eeilie: 



welehe fur .#| < 2 konvergiert. 
Aus der Integraldarstellung 3 



log l = 



welclie auch die vorher erwahnte Hermitesche Blnomialreilie liefert ? 
ergibt sich die merkwurdige KummerschQ Reilie 4 ): 

log r(#) = \-z x\ (0 + log 2) + (1 ^) log & 5" lg s i n ^^ 

CO 

, 1 XT' log 

---- % __ 



n 
n 



welclie fur 0<^<1 gilt, wahrend die Integraldarstellucg Ton Sinet 5 ): 
li (x) = log r(x) (x y) log x + log ]/2 # 



zii der Darstellung durcli eine Fakultatenreihe 



1=1 



1) Fur das Folgende^ vgl. Nielsen, 14. 2} Legend, 1., S. 505. 

8) Plana, Mem. de Turin, 24: (1820); Btnc*, I., S. 261; Malmsten, Jcmrn. 
fiir Math. 35, 74 (1847); vgl. Nielsen, 3., 73. 

4) Rummer, 3.; SMomilch, 1., 255256; vgl. Nielsen, 3., 77. 

5) Btwef, l v S. 240. 
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fiihrt, worm 

i 

o 
z. B. 
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,n /s / . (* _ nst 

c l "g ? C 2 "3- e 3 60 : C 4 60 

ist 1 ). Diese Beihe Jconcergzert fiir SR(^) > und ist daher der be- 
kannten Stirling scheii Poteuzreihe 



s=0 



worin die Koeffizienten I> J 5+1 die J3erwowHisclien Zahlen tedeuten,, vor- 
zuzielien, welche fiir w = <x> divergiert und ^,(0?) nur asymptotisch dar- 
stellt ? m dera Siniie 7 claB 

lim 5? a ^ 



ist fur - x < 6 < + ai; (x = | a? | e 92 ) 3 ). 

In engem Zusammentange mit der Differenzengleiclnmg 1 steht 
die Gleictung 



Hier konnen wir direkt eine Partialbruchreihe ansetzen: 



und wir erhalten fiir die Koeffizienten a A die GrleicLungeii: 

a c l, a^a^-0 (^-0,1,2,. .), 

also: 



1) J5&W6* 1. c : vgl Schlowilchi 1., S. 259- 260; WJiittackei, Modern Analysis 
(Cambridge 1902), S. 189; Nielsen, 3., 114. 

2) Stirling, 1., S. 135; vgl. Nielsen, 8., 79. Das Zeichen ~ "be(3eutet 
,,asymptotiscli gleicli" Diese Beihe ergibt sich aus der j&w?wsoh.en Summen- 
formel (1 Kap., If, B, GL (1)) fur ^p(rc) = logic (JSr^er, 2a., Kap. VI, 159; vgl. 
Gauft, 1., Nr. 29). 

3) Diese Definition der asymptotisclien Darstellung einer Funktion rCihrt 
yon Poincare lier (Acta Math 8, 297 (1886)) 
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und somit als Partikularlosung die mit Ausnahme der einfaclaen Pole 
x = ; 1 ; 2 7 ... bedingt konvergente Partialbruchreihe 



s 

welclie der Bedingung 

lim /?(#) = 

91 (a) = 00 

geniigt; die allgemeine Losung lautet: y x *= & x e nix + (l(x). 

Die Function fi(x) ist nahe verwandt init der Funktion Y(#), 
mit der sie vermoge der Gleictungen 1. und 3. durch die Relation 



verbunden ist. Die Taylorsehe Reihe ergibt die Potenzreiheii- 
entwickelung 
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ist; auch nier lassen sich. wie bei V(l+^) rascher konvergierende 
Potenzreihen anfstellen (vgl. Nielsen, 3., 14). 

Etwas allgemeiner ist die Differenzengieichung 

Konstante). 



a;+ r 

' Ctt 00 

Hier ergibt derselbe Ansatz wie bei 3. die Partialbruchreihe 



welclie mit Ausnahme der einfachen Pole % = (), 1 7 2 ; ... fur 
die endlichen Werte von x nnbedingt konvergiert, falls a, < 1 ist; 
die allgemeine Losung lautet 

y, = *,-* +v* *) 

Die im 4. Kap., II, 8. Beispiel, gegebene Integraldarstellung einer 
Partikularlosung der Grleiehung 4.: 



1) Stirling, 1., S. 27: MeLsen, 5, U; TT. 2) W 
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fiilirt einerseits mit Riicksicht auf 



durcli gliedweise Integration zu der obigen Partialbruchreihe, sodaB 
y x = YJ X (also tier 0^=0) ist 1 ), andererseits durcli wiederholte partielle 
Integration zu der Fakultatenreihe 



welche fur alle endlichen x mit Ausnahme der einfachen Pole 
x = } 1, 2 7 ... unbedingt konvergiert ; falls 

!^ 1 <1, d.h. (a)<| 
1st 2 ). 

Fill* 'a = erhalt man die Funktion a(x) 3 ), ^YO 



ist und die Fakultatenreihe fur 0< 91 (#) < 1 nur bedingt, fur 9R (a?) > 1 
dagegen unbedingt konvergiert. Fiir a = 1 erhalt man die vorher 
betrachtete Funktion /3(a?), fur welche sich somit die Fakultatenreihe 



ergibt, die schon Stirling 4 *) bekannt war. 

Bisher haben wir nur solche vollstandigen Differenzeugleichungen 
erster Ordnung betrachtet ; bei denen die reduzierte Grleichung kon- 
stante Koeffizienten besitzt; bevor wir zur Reihenentwickelung der 
Losuugen solcher Qleichungen erster Ordnung iibergehen, bei denen 
die Koeffizienten der Heduzierten nicht konstant sind ; rniissen wir 
noch die Behandlung der homogenen Gleichung 



nachholen ; die erst an dieser Stelle erfolgen kann. Eine Losung der- 
selben ist ja die Funktion !"(#), welche fiir die Theorie der linearen 



1) W. 2) Nielsen, 3., S. 264265. 

3) Nielsen, 3., S. 246. 

4) Stirling, 1., S. 47; Claufim, Grunerts Archiv IS, 336 (1849); vgl. 
Nielsen, 3., 31. 
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Differenzengleichungen von fundamental Bedeutung 1st und fur die 
wir bereits iin ersteii Kapitel (II, C) eine Integraldarstellung und eine 
Darstellung dureh em unendlich.es Produkt angegeben haben; aber 
gerade die Reihenentwiekelung der Grammafunktion bietet eigentiini- 
liche Scliwierigkelten dar ? wahrend nach Form el (5) der Einleitung 
dieses Kapitels (vgl. auch I, A, 1. und 2.") gewisse Produkte von 
Garnmafunktionen durch elegante hypergeometrische Reihen dargestellt 
werden konnen. Zun'achst ergibt sich aus der Binetsobm Entwicke- 
lung von n(x) in eine Pakultatenreihe (dieses Kapitel I ; B ? 2* ; S. 233): 



1 

u: 



Um zu einer Potenzreihe fur V (\-\-x): 

+ X) = C Q + C\X + ^ +- (I X 



zu gelangen, benutzen wir die Reihe fur Y(l4-#) (dieser Abschnltt 
B, L): 



die Identitat 

r( 

liefert namlich fiir die c die Rekursionsformel 



welche in Verbindung mit dem Anfangswert c =l die sukzessive 
Berechnung der c n gestattet 1 ). 

Pur die Koeffizienten der bestandig konvergenten Potenzreihe 2 ) 



findet man durch Multiplikation mit der Reihe fur f(l+#) die Be- 
ziehungen 



und aus der Identitat 

1 __1 

rfa? 



1) Nielsen, 8., 15. 

ist eine ganze transzendente Funktion (vgl. 1. Kap., II, C) 
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die Rekursionsformel 



Independente Ausdriicke fiir die Koeffizienten c n und y lt in einfaclier 
Form sind bis jetzt nicht bekannt; man yergleiche wegen derselben 
Nielsen, 3., 15 u. 16, wo man auch die vollstandige Literatur 
tiber diesen Gegenstand angegeben findet. 

Die wahre Natur der Gammafunktion tritt aber erst durch ihre 
Zerlegung in die Funktionen P(x) nnd Q(x) (vgl. 1. Kap , II, C) 
liervor, und es ist das Verdienst von Prym*), zuerst die funktionen- 
theoretiscne Befleutung YOU P(#) und Q(x] fiir die Gammafunktion 
klargestellt zu haben Diese beiden Funktionen gentigen nun eben- 
falls nicnthomogenen linearen Ditferenzengleichungen, denen wir uns 
jetzt zuwenden. 



Die formale Losung iautet nach dem 3. Kap., V: 

VT; x \ ) \ X ) j/j f(^+T)' 

worm G) X eine willktiiiiclie ;; Konstante" ist. 

Wir setzen zunachst eine Fakultatenreihe an: 



dann ist 



i= 1 A = 

also 



Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf 5.: 

,= !, ffii ,_ ai+1 =0 (i 
d. h. 



1) SMomilch, Zeitschr fur Math. u. Pbys. 25, 104 (1880). 

2) Prym, 1.; Scheefer, 1.; vgl. Nielsen, 3., 9. 

3) TP.; vgl. JRry/w, 1.; Scheefer, 1, 
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Eine Partikularlosung von 5. lantet also: 



1 = 1 



in der ganzen (endliehen) Ebene giiltig mit Ausnahme der emfaaben 
Pole x = 0, 1, 2, . . ., nnd dalier die allgemeine Losung: 



Aus 5. ergibt sich nocli 



also 

J2"0?L) _ ^) __ "V 
r"(S+) "r(4 

nun ist aber 



folglich 



durcli die Grleichung 5. und diese Grenzbedingung ist die Partikular- 
losung H(x) eindeutig bestimmt, da aus 



sofort <D X = Q, d. k ^= JS(^) folgt. 

Sodann setzen wir eine Partialbruchreihe an: 



A; 



"V 

tf - 



, 

, - 

-^ ^ + 

1=0 

also 
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Aus der ersten dieser Gleickungen ergibt sick 

und dann aus der zweiten Grleiclrang 

M (-1)" 



Eine Partikularlostmg von 5, lautet also: 

00 

r, /, X 1 ^T^L. __J^. P T>(ff\ 
l/x * / r "z. ? , _L z- "~ c -* V" / ; 



in der ganzen Ebene gtiltig mit Ausnahme der einfaclieii Pole 
#,= 0., 1 ; 2, . . .5 darin 1st P(x) die oben erwalmte Funktion ; 
die mit r(x) saintliche Pole nnd deren Residuen gemeinsaxn hat 
(vgi 1. Kap.y II, C). Mittels der Umwandlungsforinel (3) dieses Ab- 
schnittes zeigt man leiclit ; daB 



ist, Die beiden direkt aus der Differenzengleidmng 5, gewonnenen 

oo 

Entwickelungen ftir P(%), die Fakultatenreihe e ~ l ^\ ~~~~m un< ^ ^ e 

A 1=1 x 

Partialbruchreihe ^ ^ , 2 , ergeben sicb auch. ans der Integral- 

tfgitirmtl to SC '"y" h/ 

jfe = 

darstellung 2 ) 



durch wiederholte partielie Integration bzw. durcli Entwickelung von e" t 
in eine Potenzreihe und gliedweise Integration in ahnlicher Weise wie 
bei 4c. Die Vergleiciumg cles oben gefundenen Resultates mit der 
formalen Losung ergibt nocla die Formel 



- i 

" ~" e T^ + " < 

genauer folgt aus unseren Entwickelungen: 



f(x) 



1) P(a?) selber geniigt der Differenzengleichung y x i ^y x 

2) Vgl 1. Kap , II, C u 8. Kap., H, A. 

3) Lindhagen, 1., S. 43. 4) Ygl. Wfiitta'ker, 1. c. S. 177 
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Die ganze transzendente TTunktion Q(x) === V(x\ P(%) geniigt 

der ganz ahnliehen Differenzengleidanng 



und ist dm'ch diese tmd die Grenzbedingung 

lim ? 



eindeutig bestimmt Hire Reihenentwickelung bietet dieselben Scirwierig- 
keiten wie die der Gammafunktion selber; die aus ihrer DilBferenzen- 
gleichung direkt abgeleiteten Reihen ergeben nicht Q(x) selbst^ son- 
dern Q(x) r(x) = P(x). 

Ganz ahnlicb. lassen sicli die etwas allgememeren Differenzen- 
gleichungen 

yx^-%y x - + e~ a a x 

behandeln^ die man zunaclist durcli die Sabstitution y #= er n a? ~ * u x 
auf die einfacheren Gleidmngen 



zuriickfuhrt ; die ihnen genugenden Funktionen 

O. oc 

idt und Q a (x)=j'tr t p- 1 dt 1 ') 

a 

i (a?) = P(a?) , ft (a?) = <? (as)) 



sind besonders YOU Hennitc 2 ) untersucht worden, P a (x) bereits YOU 
Legendre*), es ergibt sich: 



Far <2 a (#) nat Hermite (1. c.; vgl. Nielsen, 3 V 8283) folgende 
bemerkenswerte Entwiekelung gegeben: Setzt man 



a + + 1 



so ergibt sich aus dem Integralausdruck fur 



1) Ygl. 8. JTop , n, A. 2) Journ. fur Math. 90, 332 3S8 (1881) 

3) Exercices de calcul integral 1, 3S9 343 (1811); die weitere Literatur 
siehe bei Nielsen, 3., 913, 8085 

Wallenberg* laneare Differenzengleicfrungen. 1 6 
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Um das Teilintegral Q n umzuformen, setzt man a + ^ + = t\ dann folgt 



Entwickelt man nun unter denYoraussetzungen \a+n\ > 

(fiir w == 0, 1, 2, . . .) den Ausdruck Q H ~ J nach dem Binomial- 

satze und integriert gliedweise, so erhalt man: 



Durcli Einsetzen dieser Ansdriicke ergibt sich. fiir Q a (x) eine Doppel- 
xeilie ; deren einzelne Horizontal- und Yertikalreihen unter den obigen 
Yoraussetzungen wie Potenzreihen konvergieren ; sodaB man dieselbe 

nach den Binomialkoeffizienten ( ) ordnen darf: setzt man daher 

\ n ) ' 

IUT Abkurzung 



so entsteht die Form el von Her mite: 



darin ist nacb. Obigem 

n - t /i l XJ 1\ 

7 = ^ U -- > ~ r 

)l \ 6^ ^j slj 



s-Q s=Q 



Fiir a==l ; d. b. fiir Q t (x) = Q(x) gilt diese Form el nicbt mebr; 
dnrcli eine leicbte Modification ergibt sicb fiir diesen Fall die Ent- 
wickelung von Mellin (Acta Math. 2 (1883), 231232): 



worn 



5=0 

1st. 
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Mellin 1 ') hat die aligenaeine Differenzengleichung 



untersucht, worin r(x) und 5 (re) rationale Funktionen yon x sind. 
Man erhalt sukzessive 

f 



Die Yorliegende Differenzengleichung wird daher formell dnrch die Reihe 



(^) r (#+ 1) 

v=0 

befriedigt, "welche nnter gewissen Bedingungen far r(#) und s(x) kon- 
vergiert Um zu einem absclilieBenden Resultat zu gelangen ? be- 
schranken wir uns auf den von Lindhagen*} behandelten Pall: 



worm E(x) erne ganze rationale Funktion n tQn Grades in x ist 3 ). 
Znnachst kann man nach der im 8. Kap., II, A angegebenen Methode 
durch die Substitution 

&= &() + u *> 

worin G(x) eine ganze rationale Funktion (w l) ten Grades in x ist ; 
den Grad von B(x) bis auf den nullten herabdriicken, sodaB die 
Gleichung fur u x folgendernaaBen lautet: 

u x+l xu x = a (a Konstante); 
dieselbe besitzt nach 5. die Losung 



sodaB die allgemeine Losung von 6. die Form hat: 

V*- <* r (*) + &(*) - aeP(%}> (*+i- <O- 
Schreibt man die Funktion R(x) in der interpolatorischen Form 



worm 



1) MeZZi'n, B. 2) lAndhagen, 1., S, 45 ff. 3) W. 

4) Neivtom Interpolationsformel; siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 

16* 
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1st, und setzt aucli G(x) in dieser Form an: 



so wird 

M 1 



also 



(X \ 
\ (Jc*=*n, K 

auf beiden Seiten der Gleichung 6. ; d. h. der Grleichung 
erhalt man fur die b k das Gleichungssysteoi 

aus "welcliem sich 

n 

und daher 



ergibt. Auf anderem Wege ist Jensen 1 ) zu dieser eleganten Losung 
gelangt. 

II. Hypergeometrisclie Differenzengleichuugen zweiter Ordnung. 

Unter diesen Differenzengleicliungen versteken wir diejemgen ; 
welcke durch die Gaufisshe nypergeometrische Reihe integriert werden 
konrien. Dieselben besitzen die Gestalt 



(1) 

worin -4, jB ? C 9 D, jE> J 7 Konstanten sind ; und konnen durch eine ge- 
eignete Transformation 3 ) auch auf die Laplacescdie Form 

(2) 



1) Jensen, 8., S. 60; vgl Nielsen, 8., 11. 

2) Wir nennen Her aus bald ersidhtlichen Griinden die unabhangige Ver- 
anderliclie Bioht ^r, sondern h. 

3) Ygl. 9. J^op., I, A,, Anmerkung. 
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gebracht werden; die umgekehrte Transformation., durch welche die 
Gleichung (2) in (1) iibergeftihrt wird, wird spater genau angegebeii 
werden. 

Es gibt rnehrere Wege, urn faier zu JReihenentwickelungen fur 
die Losungen von (1) bzw. (2) zu gelangen. Zunachst hat Boole 1 } 
mit Hilfe seiner symbolischen Methoden durch direkte Ausatze Reihen 
hergeleitet; doch felilt durchweg die Untersuchung ihrer Konvergenz ? 
und es werden nur einzelne Falle angegeben, wo die Reihen endhch 
sind, d h nach einer endlichen Anzahl Yon Grliedern abbrechen. 

Der zweite Weg geht von der Gleichung (2) aus ? die ja eine 
Laplacesche Differenzengleichung (S. jBTop., I) 1st, und fdhrt liber die 
Darstellung ihrer Losungen durch Eulersch Integrate von der in der 
Einleitung zu diesem Abschnitt angegebenen Form Diesen Weg hat 
mit Erfolg zuerst (1869) TJtomae 2 ) beschntten; er gelangt von den 
JEwZer schen Integralen zun'achst zur RiemannsGkQii P~Funktion s ) und 
von dieser zu der 6r&w/3schen Reihe; nach ihrn haben spater (1904) 
TT0&6 4 ) und Barnes^) denselben Weg verfolgt. 

Der dritte und natiirlichste Weg ; der von der Gleichung (1) aus- 
geht ; knupft an die GawySsche Abhandlung (1.) selber an: Gauft hat 
dort in Nr. 7, und Nr. 10. folgende Beziehungen zwischen drei , ; be- 
nachbarten" Funktionen (series contiguae) aufgestellt: 



(3) ( 7 -2K-(p 

-( y -a) 

( 4 ) y ( r ^i^ (2 ? - a ^^ x }F(a, ft 7, a?) + (y-) (y- ]8) xF(a, ft y+1, a?) 

~y(T~l}(l--x)F(,p, 7 -l,x)~^}, 

(5) y(y+l)JP(,/J,y,^)-(y+l)(y-(+/J+l)o?)J(+^^ 



Diese Beziehungen stellen aber nichts anderes dar als lineare 
Differenzengleichungen zweiter Ordnung fur die Funktion F(a, /3 ? y y x\ 
aufgefaBt als Funktion ihrer ersten drei Elemente, wahrend x als Para- 
meter fungiert. Man konnte nun von einer dieser Gleichimgen als 
Normalform ausgehen; da man aber zunachst nur eine Losung der- 
selben kennt, n'amlich F(a, ft 7, #) ; so miiBte man sich auf das ziem- 

1) Boole, 1. (Deutsche Ausgabe), S, 181 ff. 

2) Thomae, 1.; in einer zweiten Arbeit (2.) benutzt er zu demselben Zweck 
die von ihm (Math. Ann. 2. (1870), 427444) behandelten hypergeometrischen 
Beihen dritter Ordnung. 

3) Hzemann, ,,Beitr*age zur Theorie der durch die GraufiBcb. Eeihe F(<x, |8, y, x) 
darstellbaren Funktionen 11 (1857) Werke (2. Ann 1892), S. 67 ff. 

4) Well), 1. 5) Barnes, 8, 6) Nr. 7., Gl [1], 
7) Nr. 7., Gl [15J. Sj Nr 10., GL IX 
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lich unistandliclie Transformationsproblem einlassen. Wir ziehen es 
daher vor ; die Mettode von Heymann 1 ) zu befolgen, welche die von 
G-aufi, Siemann und Kummer^) gewonnenen Resultate fur unseren 
Zweck nutzbar macht und so auf clem kurzesten Wege zum Ziel fukrt 
Wir gehen aus von der ebenfalls schon Elder bekannfcen Gau/3- 
schen Differentialgleicliung, der die hypergeometrische Reihe F(a, ft, 
geniigt ; namlicli: 



(6) a?(l 

aus dieser folgt durcb. 7t-malige Differentiation nacb. x: 

(7) x(i-x 



und diese Gleich.ung ; in welcber von jetzt ab h die unabhangige, 
yW = y^ die abliangige Veranderliclie sein soil, bezeiclmen wir als 
Normalform der hypergeometriscben Differenzengleidmng zweiter Ord- 
nung. Allerdings ist Ji seiner Natur nacL. zunachst als ganze positive 
Zahl vorauszusetzen; doch werden wir uns bald von dieser Bescbran- 
kung befreien: wir betrachten iiberhaupt diesen Diflferentiationsprozefi 
lediglicb. als lieuristisclies Prinzip ; um zu Losungen der Differenzen- 
gleicliungen (1) bzw. (2) zu gelangen ; die dann naclitraglich verifiziert 
werden. 

Nach der Kummerschen Transformationstheorie gibt es 24Integral- 
formen ; welche der Grleicliung (6) genfigen; dock sind von diesen 
immer je vier einander gleich, sodaB wir nur seclis Hauptlosungen 
anzugeben haben ; namlich: 



(8) 



1,1-a?), 



Daraus gehen mit Riicksicht auf die Formel 



1) Heymann, 1., S. 299 ff ; B. 

2) Gaufi, 1., 2. Teil (Nachlafi) ; Rummer, 1.; Eiemann 1. c. 
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durcli 7a-malige Differentiation folgende sechs Hanptlosungen der 
Differenzengleichiing (7) hervor: 



<> = (1 -a;)-* r( + /3- r +/ i ) F(y-a, y-ft y-a-/3+l-7 
W = (- 1)* or* I" (a + V) F(CC + *, a - y + I, a - ft + 1, i) , 

w = (~ 1)" -* r(/J + A) F (ft + Ji,p - y + 1, 



a + 



Die periodisclaen Integrations - ?? Konstanten" und sonstige Kon- 
stanten, die von den ersteren aufgenommen werden konnen ? sind fort- 
gelassen worden (dabei ist zu beachten ; da8 7i die nnabkangige Variable 
und x ein konstanter Parameter ist); etwaige in den Gammafunktionen 
auftretende (einfache) Pole der Losungen konnen durch. Multiplikation 
mit geeigneten periodischen Funktionen beseitigt werden ; z. B. bei den 
Losungen y^ und y^ durcli Multiplikation mit 



sin 2x(a + 7?) sin 2 % (/3 + 70 . 

Setzt man nun diese auf teuristischem Wege gefundenen Losungen 
in die Normalgleichung (7) em, so ergeben sien nach einer nahe- 
liegenden Buohstabenveranderung gerade die Grem/fsclien identischen 
Beziehungen (3), (4), (5) zwischen den ?7 benachbarten" Funktionen ? 
und zwar die Beziehung (5), (4) oder (3), je nachdem man y^ und y^ 
oder y^ und y^ oder yW und ?/ 6 (A) in (7) eintragt. Es kann daher 
nunmenr Ji jede beliebige reelle oder komplese Zabl bedeuten. 

Will man s'amtlicne 24 Integralformen haben, die Kummer in der 
zitierten Abhandlung aufgestellt bat ; so braucnt man nur die sechs 
Integrale unter (9) mitt els der Identitat 



umzuformen; auf die nun vornandenen 12 Integrale wende man dann 
die bekannte .EWerscne Transformationsformel 

F(a, &, c, x) = (1 x)~~ a . 

an. Auf diese Weise bekommt man fiir jeden Wert der Variablen li 
und der Parameter a, fi, y y x passende Losungen der Normalform (7); 
insbesondere wird man auch leicht die Falle erkennen, in denen die 
Losungen rational bzw. algebraiscn werden. 
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Um nun die Difierenzengleichung (1) auf die Normalform (7) zu 
bringen ; erteile man ilir zunaehst die Form 

(10) * 4+2 +(& + C %, i+1 -(a + 70(/3 + 7K=0. 

Die Substitution # A = ^'y h , wo Q eine noch zu bestimmende Konstante 
ist ; ergibt dann: 

*P 2 y* + a + (& + *%y A + 1 - ( + /00 s + %A- ; 
und diese Gleichung fallt mit der Normalform (7) zusanimen, wenn 



1st; hieraus folgt: 



wodurcli alle Parameter bestimmt sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck fiir $ bringt in die Trans- 
formation eine Zweideutigkeit liinem, die sich leicht beseitigen laBL 
Transformierfc man namlich die Gleichung (1) bzw. (10) zunachst mit 
positiyeni ^> in die Normalform 



so kann man auf diese Gleichung die Transformation von neuem an- 
wenden; fiir diese ist: 

^ == _)- 1 oder 1 ; 

sc ' * tic^ ocier j. ~~* oc* 

Die erste Gruppe anderfc naturgemaB in der Beschaffenheit der 
Parameter nichts; die zweite lehrt ; daB der Gleichung (7) auch hyper- 
geometrische Eeihen geniigen ; welche nach Potenzen von 1 x fort- 
schreiten ; ein Umstand ; der schon bei den Integralen unter (9) ge- 
ntigend beriicksichtigt worden ist. 

Sehr einfach laBt sich jetzt die Integration der Differenzen- 
gleichung (2) erledigen; deun gibt man ihr die Form 



so fiihrt die Substitution 

^A - F7~r 7,x oder * f- !)" r(l - a J 



1) Der Zusammenhang dieser beiden ,,komplementaren u Substitutionen wird 
durcli die JSulerachQ Formel r(x) r(lx) = . (vgl. LKap., II, C) hergestellt. 

Sill 7l7 OC 
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zu der eben behandelten Gleiclnmg (10). Die Grleidning 

(A + Bli + G7 2 X +2 + (D + Eh}v k+l + Fv h = 



endlich wird durch die Substitution li =* t 2, v_ t = y t in eine 
Gleichung von der Form (1) transformiert. 

AusnaJmefalle 1 *): Die Zuniekfulirung der Gleichnng (1) bzw. (10) 
auf die Normalform (7) ist in einigen Fallen nicnt mogiich, ins- 
besondere dann, wenn sich fiir eines der Elemente a, $, y unendliche 
Werte ergeben. 

1. Die Transformation versagt z. B., wenn 4 a- + c 2 = 0, also 
$ = co und daher aiich y = oo ist. Um diesen Fall zu erledigen, 
substituiere man m die Kormalform (7) sowie in die flinfte nnd 
secbste Losnng unter (9): 



und gehe darauf zur Grenze y == oo tiber; dann ertalt man 



Auf diese neue Normalform kann die Gleichung (10), wenn 
a + c s=sa O ist ; stets durcli die Substitution # h = Q*y h gebracht werden, 
falls (cc + /3 + l)c 21} 4= ist; man findet namlien 



derselben gentigt: 



a ...1 

! J 



Eine zweite Losnng ergibt sich durch Vertanschung von a und /?> 
andere aufzustellen, ist nicht notig, weil beide Reihen ftir jedes end- 
liche k konvergieren (voransgesetzt, da6 a ft keine ganze Zanl ist). 

Ist sowohl 4a + ^ 2 = als auch (5 + ^+ l)c - 25 = 2 )' ? so 
lautet die Differenzengleichung (10): 



dieselbe geht durcli die Substitution g h = ( yj u h liber in die 
Gleichung 

P = u - 



1) Heymann, 1., L c, 2) TF. 
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welche die beiden Losungen 

f-r( + &) und wf = r(/j + /o 

besitzi Es ist namlieh symbolisch. 



worn 



1st, sodaB die Gleichung P = dureh die Losungen von Q = und 
JR = befriedigt wird. 1st /J = a ; so lautet unsere Differenzen- 
gleiehung 

P = 4+8 - (2 + 1 + 2A)t* A+1 + ( + ft) 4 = 0, 

und es ist symboliscb. 

-p-ee-e 1 ; 

daher besitzt die Gleicliung P = zunachst die Losung von 

Q ^ u h+l (^ + A)w A = ; n'aralicli 



ferner 2 ) die Losung von Q = A+1 (a + /t)w A = f( + 7t), also s ) 



a. h. 



2* Verscbwindet in (1) der Koeffizient F, so wird a bzw. /3 un- 
endlich. groB, und an Stelle der Grleicliung (10) tritt die folgende: 



Eine passende Normalform, auf weiche diese Gleichung durch die 
Transformation # h = Q ht n^ gebracht werden kann ? erhalt man dadurch, 
da6 man in die Normalform C7) und in die erste und dritte Losung 

unter (9) die Substitution x == ^ , y h = k r ih einfdhrt und dann zur 
Grenze fur /3 === oo tibergeht. Die neue Normalform lautet: 



, -\ L i I*. a a4-le ... ,.. 

und es ergibt sicn o == 7 | = - s , y = - -- s ; die zugehongeE 

C {/" (3* 1 

Losungen sind: 



1) Vgl. 2 Kap. } V u ^ JEop., IV, C. 2) 5. A'ojp., VI. 

3) 5. JTajp , V 4) i. ITflp., II, C 
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-y+l, 2-J.-J, 4) ; 

r / p = so 



dieselben konvergieren fur jedes endliche ft. 

Da solche Grenziiberg'ange wie die eben benutzten dureh die 
Untersuchungen yon Kummer liber die hypergeometnsche Reihe (1. c.) 
hinlanglieh bekannt sind ? so geben wir fur die FaJie a = = co und 
j3 = y = oo nur die Normalformen der entspreclienden Diflferenzen- 
gleicliungen art; diese sind: 



Weitere Unteisuchungen nach dieser Riehtung, insbesondere auck tiber 
vollstandige Differenzengleicliungen zweiter Ordnung mit quadratischeii 
Koeffizienten sowie tiber hypergeometriscne Differenzengleichungen 
liolierer Ordnung findet man ebenfalls bei Heymann (l v S. 318 ff. und 3.). 

IIL BliferenzenglelcliiiBgeii belielblgor Ordnung mit ratlonaleii 

Koefflzienten: Asymptotisclie Darstellung ihrer Losimgen dnrcli 

Fakultatennornialreilieii. l ) 

In diesem Abschnitte rnlissen wir einiges aus der Theorie der 
linearen Differ entialgleichungen voraussetzen: man findet das Notige 
z B. bei Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleicliungen 3 oder SMesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen ; 1. Band. 

Es rnoge die Differenzengleichung 

(1) P n (x}u x+n + P K _ 1 (^), +K _ 1 + + P 8 (*)* - 2 ) 

vorliegen ? in welcher die P A (#) Polynome desselben Grades p sind; wir 
schreiben dieselben in der Form: 



(*-0,l,2,...,n), 
worin 

r\ C\ t = A'P(- 7c - r) (r = 0, 1, 2, . . ., i>) 

ist. Wir wenden nun auf die Gleichung (1) die Laplacesche Trans- 
formation 3 ) an: 

1) Norlund, 3., 4.; vgl. Gfalbrwi, I. 

2) Wir schreiben hier P A (a) statt P^^, urn Verwechselungen mit der 7b ten Ab- 
leitung vorzubeugen. 

3) VgL 5. Zap, I; Pinchejle, 1. und 1; MelUn, 2.; Brajtzeio, 3. 
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(2) u z 

worm der Integrationsweg noch genauer angegeben werden wird. 
Durch partielle Integration ergibt sich 



imd wir nitissen die Integrationsgrenzen so wahlen, da6 fiir diese 
Werte von t das erste Grlied auf der rechten Seite verschwindet. Durch 
nochmalige partielle Integration erhalt man dann 



usf ; 
imd daher allgemein 



vorausgesetzt, dafi die Integrationsgrenzen so gewahlt worden sind 7 
daB fur diese Werte von t 



<) (* =0,1,2,. ,p-l) 
wild. Ebenso ergibt sich 



(i-l,2,...,j); r-0, 1,2,. ..,), 
vorausgesetzt, daB an den Integrationsgrenzen 
(3) ^+^^W^) = (*-0,l,2,... ;J p-l; r-0, 1,2, . ., ) 

1st. Wendet man jetzt die Transformation (2) auf die Grleichung (1) 
an, so findet man ; daB v(f) der Differentialgleichung 



genligen muB ; worin 

&(0 = ^ + <V + --- + V 

isl Diese Ditferentialgleichung gehort zur FitcJiSQchen Klasse 1 ), wenn 
wir voraussetzen, daB die Wurzeln a 1; <%, . . ., a w der ,,charakteristischen" 
Grleichung 2 ) - 

(5) Q f (f ) ^G 9 + O l t + --- + (J 1l t~0 ((7 



von einander verschieden sind; wir denken sie uns so geordnet, daB 

1) Vgl. Heffter; Kap. 15, oder Schlesingcr, Nr. 62. 

2) Vgl. P. Kap., I, A. 
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| a z,^! a ^7 wenn i < j ist; ihre Integrale verhalten sicli alsdann In 
der ganzen Ebene ;; bestimmt" Die singularen Stellen sind auBer 
and oo die Wurzeln a A , a s , . ., n der ;; charakteristisehen" Gleiehung. 
In der Umgebung des Punktes t = existieren p Integrale von 
von der Form #'*%>(), wo cp(t] eine in der Umgebung des Punktes 
holomorpbe Fnnktion ist, wahrend 



die Wurzeln der Gleichung P (V) = sind; wir ordnen dieselben 
so, daB 



ist. Wenn einige dieser Wurzeln sici. urn ganze ZaHen unterscheiden 
bzw. einander gleioh sind, so werden in clem allgeineineii Integral 
Logarithmen auftreten. l ) 

In der Umgebung des Punktes t = oo existieren p Integralreihen 
von der Form 



welcne fiir hinreichend groBe Werte von t konvergieren. Die Ex- 
ponenten y t sind die Wurzeln der Gleicltung P n (% n) = 0; wir ordnen 
sie so, daB 



Was endlich die singularen Punkte a t (i = 1, 2 ; . . , w) anbetrifft ; 
so besitzt die zum Punkte a % gehorige determinierende Gleicbung 2 ) 
die Wurzeln Q ? I, 2, , * ., p 2, fl iy worin fa eine beliebige komplexe 
Zanl sein kann ; die wir zunachst als nicht ganzzaMig voraussetzen, 
Das allgemeine Integral von (4) hat dann die Form 



worin ip(t) und %(f) in der Umgebung von a z holomorph sind. 

Wir wollen jetzt den Integrationsweg fiir das Integral (2) fest- 
setzen ; indem wir daran denken ; dafi die Integrationsgrenzen den Be- 
dingungen (3) genugen miissen: Wir ziehen eine gerade Linie von 
nach a z ] es sei 6 4 ein Punkt derselben zwischen uncl a z und so nate 
an a iy daB ein urn a t als Mittelpunkt beschriebener Kreis ? der durch 
& 2 geht ; durch keinen singularen Punkt nindurchgent und auch auBer 
a t keinen anderen singularen Punkt einschlieBt. Wir integrieren dann 
langs der geraden Linie von bis 6 ?; durchlaufen die Peripherie des 
Kreises und darauf die gerade Linie von ~b i bis 0. Alsdann werden 
die Bedingungen (3) erfullt sein ; wenn 9? (a; + cc p ) > ist. Es wird 

1) Hefftei, Kap. 7; Sdilesinger, Kap. 3 und 4. 

2) Heffter, 1 Kap, Nr. 7; Scl^nger, Nr 45. 
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dann mit Berucksichtigung des Cauchysohen Satzes, welcher besagt, 
da8 das iiber einen gesehlossenen Weg erstreckte Integral einer 
holomorphen Funktion gleich Null 1st, eirie Losung der Differenzen- 

gleicliiing (1): 



worin ancli <p a (tf) eine in der Urngebung von a l holomorphe Punktion 
1st. Integriert man in dieser Weise nm jeden der singularen Punkte 
a i; a 2? . . ., a n , so erhalt man n Integrals der Gleichung (1); wir 
werden spater zeigen ; dafi zwischen ihnen keine nomogene lineare 
Relation mit ;; konstanten" KoefJ&zienten besteht. Diese Integrale 
gelten uberall in einer Halbebene rechts von der zur reellen Achse 
senkrechten Greraden R(a?) == SR( c^), wo a p diejenige Wurzel von 
P Q (oc) = 1st, welcbe den groBten reellen Teil besitzt. 

Wir wollen jetzt nntersnchen, wie sicb. u x (= u(x)) fiir sebr groBe 
reelle positive Werte von x verhalt. Zu diesem Zwecke teilen wir 
den Integrations weg in drei Teile: 1) die Strecke von bis & J , 1 ) ; 
2) die Peripherie des Kreises um a l? 3) die Strecke von & ? bis O 1 )^ 
imd bezeichnen die entsprechenden Integrale mit K lf K 2 und ^ 3 ; wir 
betrachten zuerst 



Es sei M der Modul des groBten Wertes ; den t~ af v(f) langs des 
Integrationsweges annimmt' dann ist fiir geniigend groBe positive x: 



und da b i \ < | a, % ist, so wird 
(6) lim r - r 



fiir alle endlichen Werte von ft ); dasselbe gilt fiir Jf 3 . 

TJm sodann das Verhalten von JT 2 fiir groBe x zu untersuchen, 
betrachten wir das Interal 



1) Sollte auf der Strecke zwischen und b j> ein anderer singularer Punkt aj 
liegen, so muB der Integrations weg an demselben vorbeifnhren. 

2) Dies folgt daraus, dafi fur groJBe "Werte von x sich .it JilLJ w i e 

cxf* + 1 verhalt (vgl. den Ausdrack fiir F(x] S. 237) und lim a? ( )*= ist fur jedes 
endliche v. ^= Va * y 
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worin Sft(j3) > 1 und s eine positive Zahl zwisclien und 1 ist, 
wakrend y(f) sich in der Umgebung des Punktes 1 in eine Reihe 

von der Form 

g> ~ J + ^ (1 - *) + J,(l _ *) + . . . + ^(i _ ff> + E m 

entwickeln laBt ; welche fur } t 1 ! <^ Q konvergiert, wo 1 2> Q > r 

ist (r = 1 e). Wir wollen dann den Grenzwert 

Hm ->1) T 
r W 

zu bestimmen suclien: wenu wir <p(f) in die obige Reihe entwickeln, 

so wird 

i i 

(7) T = A ff-\l - ty dt + Aj 't*- 1 (l ty l + l dt + 



Es laBt sich nun eine positive GrroBe M l so bestimmen, daB far 
jedes A 



wird 1 ); dann ist in dem Intervall e < ^ < 1 (also < 1 t < r): 



Wir betrachten jetzt das Integral 

i 



= j3' -}. i^3" gesetzt, so ergibt sich mit Riicksiclit darauf, 
der Satz ^Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner oder gleicb. 
der Summe der absoluten Betrage" aucii fur bestimmte Integrale gilt ? 



z. B. fur V(x) = &-*&-*&* (5ft () > 0) 
u 

(8) 



1) Ygl. z. B. Weierstrafii AbLandlungen aus der Funktionenleiire (Berlin 
1886), S. 93, 94. 

2) Das Gleichlieitszeiclien gilt nur fiir v ===== 
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ist: 

p < 

1 



( r \ m+i 9 C t*-i(i- 

l (~ 9 ) r^J C * 



Da r < Q ist, karin man die ndliche Zahl w so groB wahlen, da8 

fur dlle Werte von x: 



also wegen (8) erst recht 



wird ; worin d eine beliebig Torgegebene positive GroBe ist. 
Aus (7) erlialt man nun 2 ): 



T - 



worn 



; da naca Formel (6) der Einleitung dieses Kapitels 



ist ; 



worn 



gesetzt wurde. Nun ist aber, wenn <<? 





und daher fur ein geniigend groBes x: 



; Anmerkung 2). 



1) VgL Formel (6) der Einleitung dieses Kapitels; es ist namlich offenbar 

i i 

f\ t*~ l (i - ty | dt < f\ t*-\i *}> I dt. 
I o 

2) Tf r . 
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Ferner 1st 



also 



daher komien wir a; so groB wahlen, da6 

' S 



1st. Wir haben nunmehr m und a; so bestimrut, da6 



wird; folglicli ist, da d beliebig klein angenominen werden kaan ; 
(12) im r -&-tf$ T - 4, r(/3 + Ij. 



Wir wenden jetzt die Bestimmung dieses Grrenzwertes anf die 
Untersuchurig unseres Integrales 



erstreckt tiber den durch \ geB.en.den Kreis um a tt an: In der TJm- 
gebung des Punktes a t hatte v(f) die Form 



worin 9 (f) und t^(jf) in diesem Bereiche liolomorphe Funktionen be- 
denten; daher ist nacli bekannten Gauchy schen Integralsatzen - 1 ) : 



- t*-*(a, - W y (0 d!< = (1 

^ 

t a^ gesetzt^ so ertalt man 



also mit Berucksiclitigung des Grenzwertes (12): 



bin 0,-. JS^, - (1 - e""AXA A r(/J, + 1). 

^ ^ 



1) Ygl. z. B. Durege, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen 
veranderliclieii GrSfie (4. Aufl Leipzig 1893), 3 und 4. Absehmtt. 
Wallenberg: Lineare Differenzexxgleicb,-aage2i. ^-^ 
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Nun war 

*/aO~*i+-^ + *35 
also ergibt sicla endlicb mit Riicksiclit auf (6): 

lim ujx) = (1 - e"" A) A 



Wir faaben zwar bei der Herleitung dieses Resultates vorausgesetzt, 
da6 91 (ft) > 1 ist, es gilt aber auch fur SR(ft) <J 1; denn wenn 
/> hinreichead oft partiell integriert ? so fiibrt die Untersuchuug von 
K% auf Integral e von der Form 



wo mmmebr 9Uft + g) > 1 ist. 

Integriert man auf dieselbe Weise um jeden der smgnlaren 
Punkte a , so erb'alt man n Losungen u^ (=^(3;); i=l ; 2 ; ...,w) 
der Differenzengleichung (1) ; welcbe sich. fiir grofie reelle positive 
Werte von x asymptotisch wie 

c^^x"^" 1 (c ( Konstanten; i = 1, 2, . . ., ?} 



verbalten. 1 ) Dieselben sind linear unabhangig, wenn ^ 

ist; denn angenommen, es bestande eine Relation von der Form 



(1) (1) 

J 



. . (w) (n) A 

-\ ---- + co ( x } ul = 0, 



worin die oj periodische Funktionen von der Periode 1 sind, so 
setzen wir x + v an Stelle von x, worin v eine ganze Zanl bedeutet^ 
sodaB <5?fj r = ^ ) ist und die Relation jetzt folgendermafien lautet: 

v m u m +a (2) (2 : +... + c , w w =0. 

x r4 7- ' ,r a: 4-t' ' ' r x + v 

Wir dividieren nun diese Gleichung durch a.^" f " r (a? + i/)"' 1 ~ 1 und 
lassen darauf i/ unendlich grofi werden; dann folgt mit Beriicksicn- 
tigung der obigen asymptotischen Werte fiir alle x mit etwaiger Aus- 
nahme diskreter Punkte ^ c l = 0, wo c\ eine von Null verschiedene 
Konstante ist, also identiscb co^ = 2 ), sodaB in der fraglicben 
Relation das erste Glied unterdriickt werden kann. Dividiert man 
dieselbe dann durch a* +v x + v~^~~ l und laBt wieder v unendlick 



1) Ygl. den Ausdruck fur I" (re) im 10. Kap., I, B, S. 237 

2) Dabei schliefien wir solche periodischen Funktionen aus, die nur an 
diskreten Stellen von Null verscbieden sind. 
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groB werden, so folgt co^ = 0; ebenso zeigt maa ? daB aueh G>J 3) = 0, ... 7 
ai r w} = seln muB. Dieser Beweis gilt auch noch, wenn mehrere 
Wurzeln a t der ^charakteristischen" Gleichung gleichen absoluten Be- 
trag haben (ohne emander gleich zu sein), falls nur die zugehorigen 
Exponenten fa verschiedene reelle Teile besitzen; denn ist z. B. 



so kormen wir sle uns so geordnet denken, daB 



1st, und dann die obige ScHuBweise anwenden. 

An Stelle des oben angegebenen Integrations weges hatte man 
auch den folgenden wahlen konneii: es sei c l em Punkt des kleinen 
Kreises um a t derart, daB e l \ > | a l ist-, von c t ziehen wir eine 
Gerade L } die sich bis ins Unendliche erstreekt nnd durcli keinen 
singularen Punkt hindurchgeht ; und integrieren von oo langs L bis c t) 
durchlaufen die Peripherie des Kreises um a t und gehen dann wieder 
von c % langs L nach oo. Ein an diese Weise definiertes Integral 
gentigt der Differenzengleichung (1) in einer Halbebene UnJcs von der 
durch 9i(^ ) = bestimmten Geraden 7 worin diejenige Wurzel 
von P n (ft) == ist, welch e den kleinsten reellen Teil besitzt: dann 
sind namlich die Bedingungen (3) erfiillt. Durch dieselbe Unter- 
suchungsmethode wie oben 1 ) findet man, daB fiir sehr groBe negative 
Werte von x die Losungen der Gleiehung (1) sich wie 



) r(A + i)g/ + *'*-~ 1 _ a .j''', 

d. h. wie 

C Ct n 00 ' * ( 1r ^ = JL<j &* .... /6 ) 

t $ \ J / 7 / 

verhalten, also eb&nso wie filr grofie positive %. 

Wenn die Differenzen zwischen einigen der GroBen cc t ganze 
Zahlen sind, so wird v(t) in der TJmgebung des Punktes = durcli 
Reihen von der Form ^ (log ty <p (t} dargestellt, wo (p(f) in der Um- 
gebung von t = holomorph ist. In diesem Falle andert sich nichts 
an der vorhergehenden Entwickelung, da v(f)t~ a y +1 auf dem Integrations- 
wege iiberall endlich bleibt. Ist ferner fa eine ganze Zahl ^>p l, 
so ist v(f) in der Umgebung von a, % holomorph, also das langs des 
Weges um a, erstreckte Integral w,(rc) identisch NuE: in diesem Falle 
kann man den vorher gewahlten Integrationsweg durch die Strecke 

1) Man hat nur in dem dort betracbteten Integral T die nntere Grenze 
groBer als 1 anznnebmen und die reziproke Substitution t auazufubren. 

17* 
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you bis a l ersetzen, da In diesen beiden Pankten die Bedingungen (3) 
erfallt sind; u^x) verhalt sicn dann fur grofie positive Werte von x wie 



Betreffs der iibrigen Ausuahmefalle (/3 t eine ganze positive oder 
negative Zanl < p 1 ; emige Wurzeln a l einander gleich bzw, 
oder oo 1 )) miissen wir auf die Arbeit von Nbrlund selber verweiseii 
(8., S. 11 ff.). 

Bislier liaben wir bei der Bestimrnung des Wertes von u x fur 
groBe Werte von x nur das erste Grlied der Reihe cp(f) in Betracnt 
gezogen; man kann aber eine grSBere Aanakerung erzielen ; indem 
man die oben betrachteten Integrale in Patultatenreihen entwickelt. 2 ) 
Wir batten 

(13) u t (x) ft*- 1 (a, - 1}^ <p (t) tit , 

das Integral erstreckt fiber den vorher angegebenen Weg, und 

(14) 



die Eeine fiir cp(f) konvergiert innerhalb eines Kreises urn a^ der 
durch den dem Punkte a^ naclisten singularen Punkt liindurcbgelit. 
Wenn ausnahmsweise Jcein singularer Punkt von v() ist und inner- 
lialb dieses Kreises liegt, so erh*alt man, wenn man in (13) (p() durch 
den Ausdruck (14) ersetzt und gliedweise integriert 8 ): 



wobei von dem konstanten Faktor (1 ~e* n *P*)a/* abgeseben worden 
ist. Diese Reihe entspricht den Norinahreihen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen; sie konvergiert im ganzen endlichen 
Teile der a?-Ebene niit Ausnahnie der einfachen Pole j3 A 1, 
j3 4 2, /8 f 3 ; ... gleichmaBig. 4 ) Ist ferner em singularer 
Punkt ; der a t von alien singularen I^unkten am nachsten liegt, so 
konvergiert die Reihe (15) fiir $R(&'-f-^) > ; wo cc die oben defi- 
uierte GroBe ist. 5 ) 

1) In diesem Falle wird die Substitution u^ ===== P" (x) w x gemaclit und ^ wie 
im 9. Kap , I, C durch das Neivtonscihe Polygon bestimmt. 

2) Norland, B. t 10; W. 

3) Vgl Formel (C) der Einleitung zum 10. Kap 

4) Vgl. Pincherle, 10,, S. 226; Nielsen, 8., 96, Satz V. 

5) Vgl. Pincherle, 11. (Februar 1902); Nielsen, 8., 95 u. 96, Satz I u. III. 
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Wenn dagegen diese speziellen Annalimen nicht zutreffen, so diver- 
gieren die Fakiiltatennormalreilien im allgemeinen; sie stellen ciber in 
diesem Folk das Integral der Glekliuncj (1) asymptatiscli dar: Setzt 
man namlich 

* +1 ') ^o + 4t, 

JL A n 

1 "< 



so kann man zeigen ; clafi 

(16) iar-I^t+J)).^) _ 



ist. Der Beweis wird ganz ahnlicli gefuhrt wie oben bei der Be- 
stimmung des ersten Gliedes der Reihe fiir u^ fur grofie Werte von a, 
nnr da6 Mer statt eines Gliedes v + 1 Grlieder auf die linke Seite 
gebracht werden. Zunaclist besteht wieder die Gleichnag (6) zu Reckt; 
daher ist ; wenn t=* a z gesetzt wird, fiir sekr grofie Werte von #: 



I = A = v + 1 

worin 



p = J >- 1 (i _ g y, E m (^ e) dz 

$ 

ist. Nun zeigt man genau wie vorh.er ; da6 nach Vorgabe eines be- 
liebig kleinen d fiir geniigend groBe m (> v) bei alien Werten von x 



und fur geniigend groBe x 



1) Vgl. Gleicbung (9); man brauckt nur P in der Form zu schreiben: 

i 
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sowie 



ist. Fur hinreichend groBe Werte von m und x ist also 

ct,~ ' - ~~rT~i " 
womit die Gleichnng (16) bewiesen ist. 

IT. Difterenzengleiehungen belietoiger Ordnnng, deren 

Koeffizienten Faknltatenreihen sind: Normalform; Integration 

durcli konvergente Fakultatenreihen, 2 ) 

An die Spitze dieser Untersuchnng stellen wir zwei wichtige 
Satze iiber Fakult*atenreihen ; fur deren Beweis wir aber anf die Quellen 
verweisen miissen. 

Satis I: Die FakiUtdtenreihe 



r = 



ivelche fur 9?(^) > 1 unbedingt Jconvergiert B ) ? Jcann in die Fttkultaten- 
reihe 



transformiert werden; diexelbe konvergiert 

fur SR(a7) >0 ; 31 (a;) > I, ^erm 91 (yj ^ 0, 
fur $l(x + y) > 0, SR(^ + y) > A, wmn 5ft (y) < 



Den Heweis dieses Satzes findet man bei Nielsen, 8., 98; er wird 

i 

in der Weise gefuhrt, daB Q(x) als Integral von der Form j (p(f)t tC ~" 1 cU 

i o 

dargestellt und dieses dann durch. das Integral j (p\f)t~ lt t^^y-^dt er- 

o 

setzt wird, welches wieder in eine Fakultatenreihe entwickelt werden 
kann. Ein zweiter Beweis, der nicht auf die Integraldarstellung 

1) Vgl. Gleichung (11). 

2) No'rlunrJ, 2., 4. und briefhche Mitteilung an den Verf. W, 

3) Hierbei sind wie auch im folgenden die Punkte x = 0, 1, 2, ... 
stets auszuschliefien. 
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der Fakultatenreihe rekurriert, stiitzt sieh auf die Betrachtung der 

00 

Doppelreihe ^ u } wo 



. 

und 

/ __.... 

' ' r 

*ist ; auf welche ein bekannter Satz voa Caucliy 1 ') augewendet 

8at0 II: Wenn eine Fakultatenreihe mit den ,,Koeffi0ienten" a k 

so 

Q(a;) = V Ji^ 

iTo ^+ 1 > 

/"w 91 (a;) > _t _> Itoncergiert, so 1st 

log 



p, = lim sup 

Dieser Satz gesiattet ; fur Q(x) eine Major antenreiJie aufzustellen: 
es sei namlich eine beliebig Heine positive GrroBe ? so folgt aus 
demselben, da8 fiir alle v oberhalb einer gewissen Schranke 



ist. Nun ist aber, wie sicli unmittelbar aus der Produktdarstellung 
der Gammafunktion ergibt 4 ), 



lira 
also insbesondere fiir a == [i + e + I, J3 = 1 : 



daher lafit sicli eine positive Zahl Jf derart angeben, da8 fur sdmt- 
liche Werte von v 



1) Analyse algebrique (1821), S. 54=1. 

2) Brieflicn Mitteilungen von Norland an den Verf. W. 
%-} Landau, 2., Satz VIII. S. 176. 

4) 1 Kap., II, C-, vgl. Nielsen, B. 7 21; Landau, 2., S 159 
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wircL Wir betrachten nun die Reihe 



dieselbe konyergiert unbedingt fur 9t(a?)>^ ; besitzt lauter positive 
Koeffizienten, und die Summe ihrer v + 1 ersten Koeffizienten ist 
fur alle Werte von v grofier als der absolute Betrag der Suinme der ^ 
a^ + 1 ersten Koeffizienten a k der Reihe Q(i3?) ? da ja ? wie man leicht 
durch vollstandige Induktion zeigt ? 



l 2 . . v 

ist. 

Nach diesen Vorbereitungen wend en wir uns zu der Integration 
der Differenzengleichungen von der folgenden Normalform: 



(i) POO 

fc = 

-1, Faktor von j)j 0) w r gleioh l) , 



worn 



ist und 



Fakultatenreihen sind ; die fur 9i(o;)>fi unbedingt konvergieren. 2 ) 
Nun ist, wie man leicht durch vollstandige Induktion beweist ? fur 
eine beliebige Zahl Q : 



1) Vgl. dieses Kap., I, A, 2., Beispiel (erste Stirling &tib& Foimel). 

2) Hierin ist der Fall enthalten, daB die p rationale Funktionen sirid, 
deren Z'aHer h5clistens von demselben Grade wie der Nenner ist; denn man 
kann dieselben in Partialbruche zerlegen und die einzelnen Partialbruche nack 
den beiden Stirling when Formeln (vgl. 10 Kap., I, A, 2., SchluB; bei mehr- 
fachen Wurzeln des Nenners eventuell mit Zuhilfenahme des Satzes I) in Faknl- 
tatenreihen der oben angegebenen Form entwiekeln. 
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imd dalier 



worn 



gesetzt worden 1st; mittels der Eelhen (2) lafit sich f(x 9 Q) nach 
Satz I in eine Fakultatenreihe 



entwickeln, welclae in eineni gewissen Gebiete konyergiert. 

Wir wollen jetzt die vorgelegte Grleichung (1) durch eine Reihe 
von der Grestalt 



zu befriedigen suchen; es ergibt sich 



1=0 



5=0 



Zur Bestimmung der Grofien q erhalten wir dalier die GHeiclningen 

(6) ^/o(? + *) + i-i/i(p +*- 1) + + ^O/A(^>) - 0, 

(k 0, 1, 2, .. ); 
far 7c - wird 

^0/0(9) = 0; 

C() (=j= 0) bleibt wiUktiiiich ? und Q bestimmt sicL als Wurzel der 
^determinierenden Gleichung" 



WO 



1st nun p eine Wurzel der determinierenden Gleicliung, aus der 
keine andere Wnrzel dxircli Addition einer positiven ganzen Zahl her- 
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vorgeht, so kann man aus dem Gleidiungssystem (6) sukzessive c 1; 
c c ... berechnen. Urn eine formale Vereinfaehung zu erzielen ? 



setzen wir 



geniigt ^ der Differenzengleichung 



(7) 

^l; Faktor YOU f^^ gleicli l) ; 







worm jof } (fc0 ; l,2 ; ...,w-l) eine lineare Funktion von p , 
$ (k+l \ -, J>^~ 1} mit konstanten Koeffizienten ist: dies ergibt sich 
leicht, wemi man die Formel 



sowie die Gleichung (3) berucksichtigi. Die Funktionen pf } lassen 
sich daher in Fakultatenreihen TOH der Form (2), konvergent fiir 
?R(rB)>ft, entwickeln, und diese wiederum nach Satz I in solche 
von der Form 



transformieren ? welche konvergent sind 

fur fR(a?) >0 ; R(^) >p, 

fiir SRa? + p-l)>0, SR(^ + o- 1) > 4 ? wenn 



ist (es ist namlich p 'bzw.pf^ von der Form e + Q(rr + l) des Satzes I 

uncl ^ = o 1). 

Die Differenzengleichung (7) wird jedenfalls formal durch eine 
Reihe von der Gestalt 



befriedigt; es ist also jetzt eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
J p() B gleich Null (d, h. & 0o -=0) ; wahrend dieselbe nach VorauB- 
setzung durch keine positive ganze Zahl befriedigt wird. Um nun 
die Rekursionsformel zur Berechnung der C K in einer fiir den Kon- 

1) Vgl. 2. Kap , I, B 
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vergenzbeweis geelgneten Form zu erhalten, schreiben wir die Grlei- 

chung (7) in der Q-estalt 



worm 



n-t 



1=1 



(Faktor von #f } V^ gleicb 
und 



ist. Wenn dann v Null oder eine ganze positive Zalil bedeutet und 
wieder 

F(v) = v(v + 1) - - - (v + n 1) + 

+ \v(v + l] - - - ( 
f(x, v) = ^v(v + 1) . . (i; + n - 2) + - 



gesetzt wird, so lafit sich f(x, v) nach Satz I in eine Fakultatenreihe 
von der Form 

ft* ,\ __ f f,,\ 4 __ t 

/ V*; V J ~ /o W "^ "*" 



____ . __ _ ___ _ _ 

a? + e + v + i "" (a? + ^ + v + ij ( + e + ^ + 2) ! 

entwickeln ; die dasselbe Konvergenzgebiet besitzt wie die oben hin- 
geschriebenen Reihen fiir die p . Setzt man ferner 



. Ju - 4. 4_ 

1 ""v+i) f (v+* 1)1 *! 



so erMlt man fiir die Bestimmung der GroBen e l7 c. 2) e a , ... die 
Rekursionsformel 



(9) F 

(v = 0,1,2,.. ); 

Merin sind die g t (v) lineare Funktionen der Grofien S K 
(ft^O, 1 ; . ., w 1) mit positiven Zahlenkoefflzienten. 
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Wir ersetzen jetzt die $ k durcli Gr6Ben ? welche positiv und dem 
absoluten Werte nach. groBer als dieselben sind, und wahlen zu diesenx 
Zwecke fiir # (A) (7c = 0, 1, ... ; w 1) die folgende Majorantenreihe: 

4- * - - + 
^ + 



WO 

^ = ^+ + s S(^) 7 wenn 
A = ^' + + I y wenn 

1st, wahrend ^ die grofiere der, beiden Zahlen und ^ bedeutet 
Alsdann betracbten wir die Majoranten-Differenzengleicbung 



(10) p (X + 9 )(X + Q - 1) ' ' (X + Q -k + 1) V 4 ^ 

1=1 



worin ^ eine noch naher zu bestimmende positive Zahl ist; diese 
Gleicliung wird formal durcb eine Reihe von der Form 






(11) t^ 

befriedigt. An Stelle der ? ,determinierenden Funktion^ F(v) tritt 

7 (P l/ WO 



ist; diese Funktion verschwindet ebenso wie F(y) fur v == und 
nimmt fiir alle positiven ganzzahligen v positive Werte an. Der 
Rekarsionsfonnel (9) fur die c v entspricbt eine solche fiir die y v : 



(12) 

(r 0,1,2,...), 

in welcber die Koeffizienten \ samtlich. positiv und groBer als die 
absoluten Betrage der entspteehenden Koeffizienten g t sind. 

Wir bestiminen nun p derart ; daB fiir alle positiven ganzzahligen v 



wird; das ist deslialb inoglich, weil F(v) fiir keine positive ganze 
Zahl verschwindet und 
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1st. 1 ) Wird dann nocli y positiv und groBer als c angenomiaen ; 
so ergibt sick ans (12) sukzessive y r+1 (y = ; 1 ; 2 ; . . .) als ein Bruch, 
dessert Zahler groBer und dessen Nenner kleiner ist als cler absolut 
genommene Zahler bzw. Nenner des aus (9) entspringenden Bracb.es 
filr c r+1 ; es ist daher flir alle v 



Somit konvergiert die Keilie (8) nnd stellt erne Losung der DifFerenzen- 
gleictinug (7) dar ? falls die Reihe (llj konvergiert. Um dies zu 
priifen, roultiplizieren wir in der Grleichung (10) auf beiden Seiten 

mit 1 r- nnd setzen die Reihe (11) ein: dann erhalten wir init 
x-\-g v J ' 

Beriicksiclitigung der Form el (3): 



worin 

-(v+Jc 



ist. Durch Mnltiplikation mit % + Q nimmt diese Gleichung die folgende 
Gestalt an: 



r=l 



die linke Seite dieser Gleichung, 



laBt sich. nach. Satz I in 



1) Von einer bestimmten endliclien Stelle v = t an wird namlich deswegen 



es genugt daher, p < ~~ und gleichzeitig kleiner als den kleinsten der (von Null 

J 
verschiedenen) absoluten Betr*age von 
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transformieren. Setzt man noch 7,, = ^! }' t ' ? so erhalt man fur die y' r 
die Reknrsionsfbrmel 



aus derselben ergibt sich 

* < I nl . s r /i. A \ 

_ = 1 + - - + ^ (Inn T = Oj - 



Daher wird, wenxi t r das (v+l) te Glied der Reihe (11) bezeichnet, 



" r 

also 



lim v l -- i 



folglich konvergiert nacli einem bekannten Kriterium 1 ) die Eeihe (11), 

falls 

SM(# + p)> A M 

ist, uncl hieraus folgt wiederum ; daB die Fakultatenreihe (8) bzw. (5) 

konrergent ist 

far Sft (a?) > ^' w , wenn Sft (p) ^ 1 , 

far 9t(# + ^ 1) > p' ^, wenn 9t(^) < 1 . 

Aus xmseren Entwicklungen flieBt der folgende 
, Satg: Wenn fur eine Differengengleichung n ter Ordnung von der 
Normalform (1), deren Koeffizienten p fur SR(#) > ^ Jsonvergente 
Fahdtatenreihen sind, Jceine #wei Wurgeln der determinierenden Glei- 
cliung sicli urn eine ganze Zahl (inkL Oj unterscheiden, so entspreclien 
ihren n Wurzeln Q b (i == 1, 2, . .., n) n Fundamentallosungen*} u von 
der Form (5), und swar Itowoergi&rt u* 

fur 9J (a?) > ft' n , wenn 9* (^) ^ 1 , 

/r $ (# + ft 1) > / **> weww 5ft (ft) < 1 
m bedeutet ti die grofiere der leiden Zahlen und p. 



1) Vgl. Weurstraft, 1., Abschn. 5, Satz VVIL 

2) DaB die u (i == 1, 2, . . , w) ein Fundamentalsystem bilden, ergibt sick 
darans, daB fiir groJBe x die ,,Determinaiite dieser Punktionen u (vgl. ^. Kap.*, I, A) 



iat T sodafi D wic^* identisch verschwmdet (W.) 
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Auf den Fall,, daB eirsige Wurzeln der detenninierenden Grlelchimg 
sich urn eine ganze Zahl (inkl. 0) untersclieiden , konnen wir hler 
nicbt n'aner eingelien (vgl. Norlund, 2.). 

Seisp^ele l ): 
n 

1. y? a lk x(x 1) (xk + 1) V l it x = (a k Konstanten, a n = 1). 

Jfc = 

Hier ist 

f(x, p) = f (p) 



dalier ergibt sick, falls die Wurzeln ^ (i = 1 ; 2, . . . ; w) der deter- 
minierenden Gleicnung /* (^ = samtlicli yon, emander versclneden 
sind ? unmittelbar aus Gleichuug (4) als allgemeine Losnng unserer 
Differenzengleiclmng : 

_ V 
"" 



worin die co t 7 ,Konstanten" (periodisclie Funktionen yon der Periode 1) 
bedeuten. 



(a A und 6 A Konstanten, 
Hier ist 



worm 



Wenn die Gleichungen /^(p) = und ^(9) = eine gemeinsame 
Wurzel Q h besitzen ? so wird fur alle x 

f(*. P*) - 0; 

die GfleicliUBg 2. besitzt daher, wie unmittelbar aus (4) folgt, die 

Losung FT^^TN 5 wir konnen daber im folgenden diesen Fall aus- 
lx+g + l) 



1) Norlund, Briefliche Mitteilung an den Verf. W u 
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schlieBen. Mit Berucksichtigung der aus dem Satze I oder aus der 

ersten Stirling Bohm Formel (10. Kap , I, A., 3., Schlufi) folgenden Ent- 

wicklung 



ergibt sich nun 

+ i(e)-<(<'+i)---(?+*-i)/i(e) 0=1,2,3,. .) 

Aus der Rekursionsformel (6) erti'alt man daher fur jede Wurzel Q 
der determrnierenden Gleichung f Q (^) = 0, deren Wurzeln sick nicht 
um ganze ZahleB. (inkl. 0) unterscheiden m6gen. ? zur sukzessiven Be- 
rechnung der Koeffizienten c k die Gleichungen: 

0, (/i(?)4=0) ; 

1) + e*9fi(ti - 0, 

3) + c s f l ( Q + 2) + q( ? + l)/i(p + 1) + c p((> + !)/&) = 0, 
usf. 
Wahlt man C = ,- \ ; so ergibt sich. 



usf. 

1st daher 



so erlialt man folgende Losung der Differenzengleichung 2.: 
CD_ 



?'= I 



und n 1 analoge Losungen wj 2 \ ^ 3 \ . . ., uf\ die zusainmeD. ein 
Fundament alsy stem der Gleichung 2. bilden. 

Schlufibetraelitung : 

Wenn wir die bislierigen Entwickelungen (1. Teil, 1. Kap. und 
2. TeiT) noch eininal zusammenfassend Hberschauen, so ergibt sich die 
bemerkenswerte Tatsache, da6 die von uns betrachteten Differenzen- 
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gleicbungen im allgemeinen ein Fandamentalsystem von Losungen 
"besitzen, welclie eindeutige transzendente Funktionen mit unendlich 
vielen , ; kongruenteji" Poler und der wesentlieb singularen Stelle oo 
sind *) Dabei tiitt an Stelle des in den Integralen der linearen 
Differentialgleicbungen auftretenden vieldeutigen Faktors x a (a be- 

liebige Konstante) der eindeutige Faktor TT 



TT 

und an Stelle des vieldeutlgen log x die eindeutige Funktion V(x) = 

d , rf x r\x) 2\ 
-^- log r(x) = -=~ J 
dx & v J r(x) 

Schliefilich. sei noch einmal ausdrucklicL. anf die nervorragende 

Bedeutung der aus der iapteescnen Transformation hervorgehenden 

i 

Integrate von der Form / t x ~~ l cp(f)dt fur die Losung der linearen 

o 

Differenzengleichungen hinge wiesen: aus denselben ergibt sicn durch 
Entwickelung von q>() in eine nach Potenzen von t fortschreitende 
Potenzreihe nnd gliedweise Integration die Partialbruchreilie, durcb. 
wiederholte partielle Integration oder ancb. durcb Entwickelung der 
Funktion cp () nacb Potenzen von 1 t und gliedweise Integration 
sowie Anwendung der jEWerscben Form el (10. Kap., Einleitung, 
Gleicbung (6)) die Fakultdtenreilie und endlicb mittels der Binomial- 
entwickelung fur ^" 1 == (1 (1 t)) x ~ l durcb gliedweise Integration 
die Binomialreihe; natiirlicb ist in jedem Falle die Konvergenz der 
betreffenden Eeibe zu untersucben. 



1) Vgl. Barnes, 2. und 8. 

C J) Einfachster Fall: Die Differentialgleickung -- == y besitzt das Inte- 

d oc cc 

gral y = ex**, die Differenzengleichung &y x = y x oder y a . +1 = y x die 

cc oc 

Losnng ?/ = OL. \.' . ^ (a> x +i == w^); ferner die Differentialgleicliung -$- = 

1 (X) CLOG X 

das Integral y = log x -\~ c, die Differenzengleichung Ay x = die Losnng 

f (x -f-a) 
2/ a . = Y(iK)4-o3 J ,. Ubrigens verhait sich fur grofie x die Funktion -^^ wie 

caf (c IConstante) und (#) wie loga? (vgl. J?6>. Kap. } I, B, Ausdruck fur f 
und RE)). 
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1) In dieses Literaturverzeichnis haben wir auch solche Abhandlungen auf- 
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Fourier sche Beihe 6. 

Fundamentalsysteme , Definition 40. 
Beziehnngen zwischen zwei F. 44 
Lineare homog. Diffgl. mit gegebenem 
F. 45. 



G-ammafunMion 15 ff. 
(rate/Jsches Theorem 49. 
G-emeinsame Losungen 50. 

H. 
Heymann, Satz von H. 46. 

I. 

Integration einer h 1. Differenzenglel- 

chung, Definition 5. 
Iteration 93. 
Invar iante FunMonen 97. 
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Sachreffister. 



K. 

Ketteribt ucJwerfaJtren 53, 

Eettenfa uche (Losung h i. Differenzen- 

gleichung durcb, K) 218. 
Konstanteri f 33 (Anm. 3). 

I. 

Laplace sclie Differenzengleichungen, L 
Transformation 189. 

M. 

Maj oranten? eihe 263. 
MultipUJcatoren 78. 

N. 
Neivton &che Interpolationsformel 177. 

N. Polygon 213. 
Normal form 264. 

P. 

Partialbruchmhen 227, 284, 239. 
Pa<rt^kularlos^M^g, Existenz 5. 
Po^ncare, Satz von P 201 
Potens, symbolische 93. 
Prodwkt, symbolisches, zweier h. 1 Diffe- 
renzen-Ausdriicke 54. 



Quadmtur 15. 



B. 



Rationatitatsgruppe 127 ; Eednzibilitat 
derselben 132; Reduktlon derselben 
136. 

von Differenzengleichimgen derselben 
Art 133. 



Reduktibilitatssatz 150 

Reduction der Ordnung einer h 1. Diffe- 
renzengleichnng 64. 

TieduZ'ibMat 114 Zerlegung linearer 
Differenzenausdriicke in irreduzible 
Faktoren 119. Yollstandig reduzible 
h 1 Diiferenzengleichungen 124. 

JReJcurrente Eeilien 183. 

jResultante 53. 

S. 
Summe 11. Summation 15 

T. 
Teiler, grofiter gemeinsamer, zweier h. 1. 

Differenzenausdriicke 56. 
Transformation 103 

V. 
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Vielfache, kleinste, zweier h 1 Differenzen- 

ausdriicke 57, 
Vielfaehe Losungen 71. 

W. 

Wallenberg, Satz von W, 34. 
Weierstrafi, Grenzbedingung von W. 21. 

Z. 

Zerlegung eines h. 1. Differenzenaus- 
druckes in solohe 1. Ordnung 74. 

Zusammensetzung h. 1. Differenzenaus- 
driicke 54. 



Berichtigungen nnd Erganzungen: 

Seite 9, Zeile 18 v. o. hinter Anm, 1 einzusclialten : S. 8. 
23, 16 v o. lies statt c. 
124 ? 4 v. o. (Uberschrift) lies ,,Vollstandig u statt 

201, 4 v. u. lies ^- statt -^- - 

a i ^2 

206, Anm. 1). Der erste Satz soil nach Berucksichtigung der nnten folgenden 

Bemerkungen unterdruckt werden Im zweiten Satze lies H<^e statt H<s 

222, Zeile 9 v. o. vor ,,klemeren u einzusclialten ,,dem absoluten Betrage nach". 



Bemerkimgen zum Satze YOU Poincare (S. 202 ff.). 

1. Um etwaige Eomplikationen zii vernieiden, sollen die Grenz- 
werte lim durchweg in dem Sinne genommen werden ; dafi x von einem 

oe oo 

endlichen Anfangs werte # an in ganzzaHigen Intervallen wachst: 
x = ^ + v (y = 1, 2, 3 ; . . .); ebenso ist im Abschnitt D fur den Grenz- 
wert lim zu nehmen x oc$ v (y = 1, 2> 3 ; . .) , Diese Grrenzwerte 

x oo 

sind es auch. lediglicli, welche in den folgenden Anwendungen vor- 
kommen. 

2. Der Ausdruck ?? zwisclien s und " (S. 205 ff.) bezieht sich. 
naturlicli anf die Werte von H, bedeutet also: ^<jff< (ebenso 
S. 206 auf die Werte von 

3. Es ist noch der Fall zu beracksich.tigen ; daB fur beliebig grofie 
Werte von x die GroBe S^B ist, ohne daB lestdndig S^s bleibi 
Aus H< s folgt: 

FJ^Z,, \Z 9 \e\X.\, 
also aus den Gleichungen (10) und (11): 



Daher ist 
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Bemerkungen zum Satze von Poincare 



Analoges gilt fiir ^ r+ - ' Da lim endlicli ist, wie aus der Be- 

Ar + l I 1 = 00 b 

stimmungsgleicbung fur (S. 205) hervorgeht, so gibt es eine end- 
licbe positive Konstante h derart, daB, wenn H x <J ist, H r + 1 < hs 
wird. Da die GroBe H abnimint, sobald sie groBer als 6 wird, so 
kann, wenn einmal H x <,e ist, H a . + r (y ~ 1, 2, 3 7 . . ) nie groBer als JIB 
werden 5 daber ist wegen lim s == aucb bier lim IT 
Horn 1., S. 180). 



4. Bei der Betrachtung des Quotienten Q = 



ftir den 



Fall, daB S 9 + v (v 0, 1, 2, . . .) bestandig groBer als -~ bleibt (S. 206), 



w'ahle man eine positive GroBe cr' derart ; daB 
bestimme / durcb. die Gleicbung 



<<?'<! ist, und 



falls man ^ (< 1) gleicbzeitig groBer als 



nnd 



genommen bat ; 



kann man iibrigens 0' ' & wahlen, Dann ist lim'=0; ferner geht 

,t = 00 

aus den Bestimmungsgleicnungen fur a und e' hervor, daB bestandig 
entweder i > e oder a' < s ist. Im ersteren Falle kann man wegen 

JT> > ,- die GroBe durch e f ersetzen; d. b. es ist fiir f' 



also $!<#'<! tin ^ daber wegen Kin /= aucb lim 
Ist dagegen s^s, so ist fiir J5T> , < 



d. h. wieder Q i < e' < 1 und daher lim 



~ = 

y ~ ^- 
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